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NOTE SUR QUELQUES INEGALITES 

Par M. Iiagaerre« 



1. — Ou sait que a^, ot,,' .*.» a» désigilant ii (}aAnUtéâ 

positives, on a l'inégalité 

n.— 

*i4"*i4" ••• + *n >^W yaïaj ... a». 

Cette proposition est évidente si n est égal à deux; je me 
propose de faire voir que, si elle est vraie pour n == fc, elle 
est encore vraiepour n = A + i ; elle sera ainsi établie dans 
toute sa généralité. 

Je remarque, à cet effet, que le théorème précédent petit 

s'éûoncer ainsi : 
Si réquation Aoî* + Bx*-* + . . * -f L == o, a fc racines 

réelles négatives, on a 



•M*«Mi*« 



B > fc V LA*"* • 
Gela posé, en désignant par a^, a,,, . * . , ût»^!, k + 1 quan- 
tités positives^ considérons l'équation 

^ 4- ^— — — ^+, . . + *— 1 — r*— * = o; 

oî -[- ai ce + a, x-j- ctkH 

on sait qu'elle a k racines rêelled et négatives et, en là 
mettant sous forme entière, elle devient 

{k+ !>»* + * (ai + «a + . . . + a^+Oo?*-^ + ... 

La proposition étant supposée vraie pour k quanlitésJ, oii a 
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ou, en élevant les deux nombres à la puissance k, 

(«1 + a» 4- • • • + ûcik+i)* 
> {k + i)^-* (i. + J. + ... + .^) ,^,, ... ,^^ . . (1) 

\ai «j a/k+i / ^ 

Changeons, ce qui est évidemment permis, les a^ en -i— , 
il vient 

(f +f+-+ -r-f >(^ + ')*'' ''^+''+-+'*^' (2) 

et, mulipliant les inégalités (1) et (2) après avoir élevé les 
deux termes de la première à la puissance k, 

K + 0C2+ ...+a*+0*'>(A+ i)*^-i(a, + a, + ... + a^^) 

d*où, en réduisant et extrayant la racine (A* — i)°»e des deux 
membres 

«1 + «2 -f- - + afc+1 > (A + i) *^^ a^a, , . . a*+i. 

2. — Plus généralement, ai, a, . . ., a„+i désignant n + i 
quantités positives arbitraires, considérons l'équation 



Al , A, , , A 



oîi les A» désignent des quantités positives. 

Cette équation a toutes ses racines réelles et négatives ; 
en la mettant sous forme entière, elle peut s'écrire 

(Ai+A,...+A„+i)aî'»+[(Ai + A,... + A„+i)(ai + a,...+an+i) 
— (Al»! + Aja, -f . . . + An+ia„+4)]a;'»-* 

En appliquant la proposition précédente, on obtient l'iné- 
galité suivante, 

» Mn JL -L /y Aitti-f Agaa-f""» + A n.n a„+i 

*! "h «2 -|- . . . -|- an+i A J_ A I i—T ^ 

''^i "T~ «^2 "f- • • • T" -Afi+i 

>'Y a Ia'-L" '.r T-f- +-^-^---+^^\ (4) 
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qui renferme Tinégalité précédente comme cas particulier, 
quand on y fait 

-Al s^ Â| ^. • • ^ An ;= o, 

et 

,An-|-i ^= !• 

. Elle a lieu pour toutes les valeurs positives des quantités 
a, et Ai et donne lieu à quelques applications intéressantes 
quand on particularise ces constantes, en faisant, par exem- 
ple, 

a< = a/* et A< = a<«, 

les a» désignant des quantités positives arbitraires, p et q 
désignant deux nombres réels quelconques. 

3. — L'inégalité (4) ne suppose pas du reste expressément 
que toutes les quantités A» soient positives; il suffit que 
l'équation (3) ait toutes ses racines réelles et négatives ; 
c'est ce qui aura lieu si les quantités a^, a„ ... a« étant 
;supposées rangées par ordre croissant de grandeur, la suite 
des nombres A^, A^, . • <, Ar^i, ne présente qu'une variation 
et si le produit 

(Aj-j^A^ "T ••• ~r ^«+1/ 1 ""~* T* ^ I • • • r 1 

est positif. 
L'inégalité (4) subsiste donc encore dans ce cas. 

4. — J'ajouterai encore une dernière remarque sur l'iné- 
galité (4) oU tous les Ai et les %i désignent des quantités 
positives. 

Elle peut s'écrire 

[(Al + Aj + . . . + An+i)(a4 + a, + . . . + otn+i) 
— (A^ai + Aja, + . . . + An+iotn^-i)]" 

>n- . ai . a, ... a„,i (A^ + A, . . . + kn^^'' (r-^-^T^)^ 
Or on a 

(A, + A. + . . . + À,+i)"-* > (« + 0**-* (AiA. . . . A,+0^ 
et 
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Bn multipliant ces diverses inégalités, il vient 
[(Al -f A, + . . . + An+i)(ai + a, + . . . +A.+1) 
— (Ai«i 4- A,«, + . . . 4- A^+iÔn+i)]' 



r 

n n 



> m^in + I )•*(«!«, . . . an+i)«+* (AiA, . . . A„+i)"+S 
d'oh encore 

(Aj -f" Af ••• -7- An^i){cti "^^i"^ ••• "T*n+i) 

— (Al*! + A,«,+ ,., + An+i<Xii+i) 

n+1 

>n{n'\' i) v^ a^dii ..• On+t . A^A, .., An+i, 
qui donne la formule de Gauchy si l'on y fait 

Aj == Aj • • • =; '^n-hi •^-" ^ • 
On peut mettre encore cette inégalité sous la forme sui- 
yante : 

Afii -f* Ajàj 4" ••• 4" A«+iâ»^j 

<(Ai + A, ..• An+i)(ii +«« + ••• +«'»+i) 

— n(n + V«i«i • • • *«+i • Al A, . . . A„+i . (8) 
Cette formule est remarquable en ce que le second membre 
est symétrique par rapport aux Ai «t aux %i. 
On a d'ailleurs 

n+l 

Aiai4"At«i — + A»+ia«4.i>(n+i) VMf'«»+i. AiA,...A„+i 

(6) 



NOTE D'ANALYSE 

Par M. 9. Réalis. 



1^ Démontrer qné si le nombre entier x > i est d$ Vune des 

formes 5p -}- i, 5p + 3,te nombre triangulaire — est 

égal à la somme de deux nombres triangulaires^ et que si x 
appartient à Vune des formes 5p, 5p + 2, 5p -|- 4, il existe 

une infinité de valeurs de ■ " ■ ■ ^ - > - qui sont la somme de dêux 

nombres triangulaires. 

i^ Assigner^ par une formule unique, une infinité de nombres 
trianjfulaires, tels que 6, 21, 36, 55, 66, 91, 120, i36, 171, 
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23i, 276,..., 7140,..., 12720,..., 21945,..., qui soient 
égaux, chacun^ à une somme de deux nombres triangulaires. 

On a les identités 
(5;) + 2)(5p+i) _ (4p.f 2) (4P+I) . (3p+i),3p 

2 2 2 

{5p + 4) (5p + 3) _ (4P + 3) (4P + 2) (3p+3)(3p + a) 

desquelles il résulte que, pour œ = 5p -j- i, et pour œ = 5p 

+ 3, le nombre triangulaire n = -^^ — ^ — - — est la somme 

de deux triangulaires. 
L'identité 

(a? + i)^ _^ I ^(^ — 

2 2 

en y faisant x == ■ . ■ A . "tt ., /, , nous fait voir epsuite qu'il 

existe une infinité de valeurs de x, de la forme 5p, pour 
lesquelles n est une somme de deux triangulaires. 
L'identité 

[2ap* -f- (2a + i)p + a + i] [2ap« + (2(x + i)p + a] 
_ (2ap+tt+ i) (2ap +a) 

2 

' I [^Q^P' + i^^ + OP + [^o^f ' + (^« + ^^ yj , (A) 

oîi nous considérerons « comme un entier positif donné, et 
oli noua attribuerons à p une infinité de valeurs entières 
divisibles par un entier donné ^ > a, nous fait voir enfin 
que, pour toute forme linéaire ^p *^ a dans laquelle œ doive 
être compris (par exemple, pour les formes 5p -f- 2, 5p 4- 4 
signalées dans renoncé), on peut assigner directement une 

infinité de valeurs de x, telles que ' ■ ■ — ~ — remplisse la 

condition assignée. Il est clair, du reste, que, pour toute 
valeur entière, et difiFérente de zéro, attribuée à a et à p, 
la formule (A) produit un nombre triangulaire qui est la 
somme de deux autres nombres de même espèce. 
Il est à observer cependant que la relation (A) ne four- 



8 JOUANAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

nit pas tous les nombres n susceptibles de la décomposi- 
tion indiquée. Par exemple, elle ne donne pas les résultats 
378 = 78 + 3oO; 820 = 190 + 63o = 495 + 325, 

990 = 210 -f" 780, etc. 
que Ton peut obtenir par d'autres formules. 



LA MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS 

Far M. llTaleekl, professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Ck>n<lorcet, 



Soient d, S et D, trois déterminants du degré m ; D est 
formé par la rëgle suivante : l'élément de D, qui est dans la 
ligne p et dans la colonne r, est égal à la somme des pro- 
duits des éléments de la ligne p dans d, respectivement 
multipliés par les éléments de la ligneV dans S. 



d = 



ab. . • • 


c 


a'6'.. . 


d 


• . • 
a"b'... 


c' 






ap ... Y 

a p ... Y 
. . . • 

ff-.H H 



D = 



aa, + 6p + .. + CY 
c'a + 6'p + . . + c'y 



ap ... Y 

aoL + ôp' + . . 4- cy' • . . 
aV + 6'p' +.. +cY ... 



^".j 



a'a + 6'p + . . + Cy aV + b'p' + .. + c "V 

Il s'agit de démontrer que D = cf . B. 

Chaque colonne de D étant composée de m files verti- 
cales, D est décomposabl6 en m^ déterminants élémentaires, 
dont chacun se déduit de D en y remplaçant chaque col- 
onne par Tune des files verticales qu'elle comprend. 

Un déterminant élémentaire est nul si, pour le former, on 
a pris dans deux colonnes de D des files de même rang : 
en effet, ces deux files sont composés d'éléments propor- 
tionnels. 

Si, pour former un déterminant élémentaire, on a pris 
dans les colonnes de D des files de rang tous différents, 
ce déterminant élémentaire est le produit de d par un fac- 
teur qui ne dépend que des éléments de 8 ; dès lors D, qui 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 9 

est la somme des déterminants élémentaires, peut s'écrire 

D=:(iX 9 (ot... y'). (1) 

9 (a. . . y') est un facteur qui ne dépend que des éléments 
de 8, et dont il s*agit de déterminer la yaleur. Pour cela, 
on peut attribuer aux éléments de d telles valeurs que 
l'on veut, car 9 n'en dépend pas ; si en particulier on rem- 
place par l'unité chacun des éléments de la diagonale prin- 
cipale de dy et par des o tous les autres éléments, d devient 
égal à I, D devient égal à 8, et comme 9 n'a pas changé, 
l'égalité (1) devient 

5 = 9 (a . . . y"), 
dou 

D =d . 8 ; c. Q. F. D. 



NOTE SUR LES COMBINAISONS COMPLÈTES 

Par M. l^aleelàl^ professeur de Mathématiqaes spéciales au Lycée Gondorcet. 



Soit à trouver le nombre de combinaisons complètes de m 
lettres p à p. 

Si a, 6, .... Z sont les m lettres, chaque combinaison peut 
être figurée par lin monôme o», 6i3,. . . Z7, oli a, p,. . . X sont 
m entiers, nuls ou positifs, dont la somme est égale àp; il y 
aura autant de combinaisons que de manières de partager 
p unités entre m nombres nuls ou positifs. — Pour figurer une 
de ces partitions, je dispose sur une ligne m — i signes de 
séparation: des o, par exemple, puis j'écris les unités de a 
avaût le premier o; celles de p dans le premier intervalle et 
ainsi de suite, et enfin les unités de X après le dernier o. Il 
n'y a rien à écrire pour un exposant qui serait nul. J'ob- 
tiens ainsi une suite, telle que: o. i i 0...0 i, formée de 
p unités et de m — i signes de séparation. Il y a autant de 
combinaisons que de suites de ce genre,, et le nombre de ces 
suites est le nombre des permutations de m -[- p — i lettres 
dont p sont égales à l'unité, et m — i sont des o. Le 
nombre demandé est donc 

i LJL. —/^ c. Q. F. D. 

m — I 1 p! 

lOURNAL DBHATH. SPÉG. 1884. 1. 
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SUR L'ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ 

Par M. B. Ijc Pont. 



La méthode que nous proposons aujourd'hui pour la 
résolution de Téquation du quatrième degré consiste à expri- 
mer linéairement ses racines en fonction de celles d'une 
équation bicobique. 

Considérons l'équation 

CD* -{- 6px* -\- 4qx -\-r = o. (1) 

Posant 

x = y + Zy (2) 

elle devient en développant et ordonnant par rapport à y : 

y* + 4«y* + 6(«* + P)y* + 4(^' + 3p« + q)y + »' ,^. 

+ 6pz^ + 4qs + js = o ^ ^ 

Annulant les termes de degré impair : 

zy* + ^' + 3pj5 + gf = o, (4) 

l'équation (3) se réduit à 

î/* -}- 6(j3' 4" p)y^ + ^* + 6pz' + 4?^ + ^ = o. (S) 

Remplaçant dans (5) y' par sa valeur de (4) 

»* = — 5^* - 3p — -|. , (6) 

nous obtenons la réduite 

4js« + i2p%^ -f- (9P' — ^)^' 4- qf« = o. (7) 

Désignant par z^y z^f z^ et — js^, — jï,, — z^ ses racines» nous 
avons 

«i + -2 + «3 = — 3p 

«1^2 ^3= -V- 
4 

Remplaçant dans la valeur (6) de yS z par t^z^, il vient 

y = Êa^i + £8^1. (8) 

les t désignant -{- i ou — i . Par suite 

X = t^Z^ -f- e,5f, + 63«j, . (9) 

Les quatre valeurs de x : 

^1 = — ^1 — ^2 — • ZSJ 

a;, = — jSi + ^2 + 



J7 



a» 
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^S= + ^l— -^« + «8» 



il 



pour lesquelles le produit êiEjê, est négatif, sont les racines 
de réquation proposée. 



NOTE SUR LA DROITE DE SIMSON 

Par M. lf¥eil], professeur de Mathématiques spéciales au Goliège Ghaptal. 



Je me propose d'établir par la géométrie les propriétés 
les plus importantes que Ton connaît sur la droite de Simson, 
et quelques propriétés nouvelles. 

Lenuue. — Étant donné un triangle ABC, si du point 
A on abaisse la hauteur AB qui rencontre le cercle circon- 
scrit au point E, le point de concours H des hauteurs du 
triangle ABC s'obtient en prenant DH = DE. 

Étant donné un triangle ABC et ua point M de la circon- 
férence circonscrite à ce triangle, les pieds des perpendi- 
culaires abaissées du point M sur les côtés du triangle 
sont sur une droite que 

j'appellerai droite de Simson ^ 

relative au point M et au 
triangle ABC. 

Théorème I. — La 

droite de Simson relative à 
un point M et à un triangle 
ABC passe par le milieu de 
MH, H étant le point de con- 
cours des hauteurs du trian- 
gle ABC. 

A partir du point H, point 
de concours des hauteurs 
du triangle BAC, prenons 
HG égale à la perpendiculaire MK, et joignons KG, KH, 
KE, MG. La figure EKMG est un trapèze isoscèle, car les 
angles en E et G sont égaux à cause de DH = DE. 
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Dans ce trapbze on a 

KGE = MEG. 
Mais MEG est égal à MBA. Donc 

KGE = MBA. 

Donc 

MBA = MKI. 

Par suite, le quadrilatère MIKB est inscriptible, donc 
MIK est droit, et KIG est la droite de Simson relative à M 
et à ABC. Dans le parallélogramine MGHK, elle passe par 
le milieu de MH. g. q. f. d. 

Corollaire. — Le point de concours des hauteurs d^un 
triangle circonscrit à une parabole est sur la directrice. 

Il sufl&t de considérer la parabole ayant pour foyer M et 
inscrite au triangle ABC ; elle a pour tangente au sommet 
la droite de Simson KG; par suite, en vertu du théorème 
précédent, la directrice passe par H. 

Théorème n. — Étant donnés quatre points A, B, G^ D 

d'une circonférence^ les points 
de concours des hauteurs des 
triangles qu'on peut former avec 
ces points pris trois à trois y sont 
les sommets d'un quadrilatère 
égal à ABCD. 

On sait que la distance CH 
du point G au point de con- 
cours H des hauteurs du 
triangle AGD est double de la 
distance du centre du cercle 
circonscrit au côté AD. Dès 
lors la droite KH, qui joint les points de concours des hau- 
teurs du triangle ABD et du triangle AGD, est égale et 
parallèle à BG, et le théorème est démontré. 

Les quatre points de concours des hauteurs H, K, L, M sont 
sur un cercle égal à celui des points donnés, et le centre 
de similitude des deux cercles est au milieu commun des 
quatre droites BH, GK, AL, DM. 
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Théorème III. — Étant donnés quatre points ABGD 
d'une circonférence^ les droites de Simson relatives à chacun des 
points et au triangle des trois autres concourent en un même 
point. 

Ce théorème est une conséquence des deux précédents. 



Af' 




Théorème IV. — V angle de deux droites de Simson rela' 
tives à deux points M et W et 
à un triangle ABC est la moitié 
de Vangle MOM', étant le 
centre du cercle circonscrit au 
triangle ABC. 

Soient D, E, D' K les projec- 
tions de M et M' sur BC et 
BA. 

L'angle des droites DE,E!'E' 
est égal à la différence 
MDE — M'D'E' = MBE 
— M'BE'. 
Cette différence a pour me- 
sure la moitié de l'arc MM', ce qui démontre le théorème. 

Théorème V. — Deux droites de Simson relatives aux 
deux points M, M' et au triangle ABC interceptent sur le cercle 
des neuf points de ce triangle deux arcs dont Vun est double de 
Vautre. 

En effet, le point H de concours des hauteurs du triangle 
ABC est un centre de similitude pour le cercle des neuf 
points et le cercle circonscrit, et les milieux de MH et 
M'H, qui sont des points P et Q des deux droites de Sim- 
son, sont sur le cercle des neuf points. L'arc PQ de ce 
dernier cercle est moitié de Tare MM'. Les deux droites de 
Simson rencontrent encore le cercle des neaf points en P^ 
et Qi. L'angle des droites de Simson a pour mesure, d'une 
part, la demi-circonférence des arcs PiQi et PQ ; d'autre 
part, la moitié de l'arc PQ qui est moitié de MM'. Donc on 
a bien 

arcPiQ, =2.PQ. 
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Théorème VI. — Étant donnée une droite de Simson 
relative au point M et au triangle ABC, si P est le point oii elle 
rencontre MH, et si Pi est le second point où elle rencontre le 
cercle des neuf points du triangle, on x)btient le point S où la 
droite de Sirnson, variable avec M, touche son enveloppe, en por- 

, tant sur P,P une longueur PS 
égale à P^P. 

En effet,coDsidérons une droite 
de Simson Q^ Q infiniment voi- 
sine de la première et la ren- 
contrant au point T. On aura 
arc PiQi = 2 . arc PQ. 
On a 

corde PQ TP 




corde P^Qi 
A la limite, on a 

TP TP 



TQi 



TQ, 



et 



corde PQ 
corde P4Q1 
donc TP = PPi à la limite; c. q. f. d. 



TPi 

arcPQ 
arc PiQi 



I 

2 



Théorème VII. — Soient A etB deux points fixes d'une 
circonférence, et CD une corde variable^ telle que l'on ait 

arc AG = k . arc BD: 

4^ On obtient le point oii CD touche son enveloppe en portant 

DG 
sur CD, à partir de D, une longueur DS = 



M • 



k— I ' 

2® V enveloppe de CD est une hypocycl&ide dans laquelle le rap- 
port des rayons des circonférences est -^ — - . 

La première partie du théorème se démontre comme le 
précédent. 

Pour démontrer la seconde partie, décrivons une circon- 
férence passant en S et D, et touchant en D la circonférence 
fixe donnée, on aura 
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OD 



CD 



-=(A-i): 



A — 



= R. 




DO' DS 

0L = 0D4- 2.D0' = 0D 

De comme cen- 
tre, décrivons une 
circonférence de 
rayon R, et pre- 
nons sur celte cir- 
conférence à par- 
tir du point A et 
dans un sens con- 
venable, un arc 
AX égal à l'arc A.S. 
Le point S appar- 
tiendra à rhypo- 
cjcloïde engen- 
drée par un point 
du cercle O'D rou- 
lant sur le cercle OL, Torigine du mouvement étant en X, 
et GDS est la tangente en S à cette courbe, d'après un théo- 
rème bien connu. 

Théorème VIII. — Étant donnée une droite de Simson 
relative à un point variable ^ et à un triangle fixe ABC, elle 
a pour enveloppe unehypocyclo'ide à trois rebroussements^ engen- 
drée par un point d'an cercle roulant intérieurement sur un 
autre de rayon triple. Le centre du cercle fixe coïncide avec le 
centre du cercle des neuf points du triangle ABC, et son rayon 
est le triple du rayon de ce cercle. 

Ce théorème est une conséquence immédiate des deux 
précédents. 

Théorème IX. — Les droites de Simson relatives à deux 
points M et M' diamétralememt opposés sur la circonférence cir- 
conscrite au triangle ABC, se. coupent à angle droit. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème V. 

Théorème X. — Deux droites de Simson rectangulaires 
se coupent sur la circonférence des neuf points du triangle ABC* 
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En effet, soient M et M' les extrémités du diamètre du 

cercle circonscrit au triangle ; 
joignons HM, HM' et soient K et 
K' les milieux de ces droites, KK' 
est un diamètre du cercle des 
neuf points ; donc le point de 
rencontre S des deux droites de 
Simson rectangulaires qui passent 
par Ket K' est sur le cercle ayant 
KK' pour diamètre, c'est-à-dire 
sur le cercle des neuf points. 

Théorème XI. — Dmx droites 
de Simsonrectangulaires interceptent sur un côté AC du triangle 
deux segments AP, CQ égaux entre eux. 

En effet, P et Q sont les projections sur AC des extrémités 
M et M' d'un diamètre du cercle circonscrit au triangle 
BAC. 

Théorème XII. — Deux droites de Simson rectangulaires 
sont les asymptotes d'une hyperbole équilatère passant par les 
trois sommets du triangle ABC. 

Ce théorème résulte du précédent, en vertu d'une propriété 
connue de l'hyperbole. 

Théorème XIII. — Étant donné un triangle ABC inscrit 
dans une hyperbole équilatèrCy si aux trois points où les côtés 
de ce triangle rencontrent une asymptote^ on élève des perpendi- 
culaires à ces côtés, elles sont concourantes. 

Ce théorème est un autre énoncé du précédent. 

Théorème XIV. — Si Von considère une parabole, et une 
hyperbole équilatère ayant pour Vune de ses. asymptotes la tan- 
gente au sommet de celte parabole j, il existe une infinité de 
triangles à la fois inscrits dans l'hyperbole et circonscrits à la 
parabole. 

En effet, il existe un pareil triangle, en vertu des théo- 
rèmes qui précèdent, et, par suite, une infinité. 

(A suivre.) 
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VARIETES 



Nous trouvons dans le Bulletin de M. Darboux une lettre 
de M. Sélivanof à M. Hermite sur la résolution de l'équation 
du quatrième degré; c'est un emploi très élégant des théo- 
rèmes connus sur les formes homogènes du second degré; 
et nous sommes heureux de le faire connaître à nos jeunes 
lecteurs; nous reproduisons le sens précis de la lettre de 
M. Sélivanof, en prenant seulement la liberté de modifier le 
texte, mais sans trahir l'auteur. 

Soit f (Xy y) = Ao?* + 4Bx^y + 6GxY+4 i>^" + FjS une 
forme homogène du quatrième degré à deux variables; po« 

sons 

z* = a, 2xy = p, y* = Y, 

la forme homogène du quatrième degré deviendra une forme 
homogène du second degré à trois variables : 

<p(a, p, y) = Aot* -f 2Bap + ôCoty + 2DpY + ^yS 
et cette forme homogène, qui est incomplète puisqu'elle 
manque du terme en p', peut, en introduisant un paramètre 
arbitraire X, s'écrire 

çp(a, p, y) = Aoc« + Xp« + Ey« + 2DPy 
+ 2(3C — 2X)yqc -f 2Bap, 

Si Ton détermine X de manière à annuler le discriminant 
de cette forme homogène du second degré, on aura l'équa- 
tion du troisième degré : 

A B 3G — 2X 

B X D 

3G — 2X D E 

et chaque racine de cette équation, portée dans la forme 
homogène ^(a, p, y)» la transformera en la somme algébrique 
de deux carrés: 

(mot + np + py)* + {*'*'* + »*'? + P'y^f 
et par conséquent transformera f (oî, y) en 

{mx* -f- ^''^ + py + (w'^r* + 2n'x + p')*, 
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comme le fait la méthode de Ferrari; nous recommandons 
à nos lecteurs de se familiariser avec ce procédé. 

CORRESPONDANCE . 



« 
( 



Extrait d'une lettre de M. S. Realis à M. G. de Longchamps, 
— ,..,. Permettez-moi, Monsieur, au sujet des notes insé- 
rées aux pages 102 et 141 du Journal de Mathématiques spé-^ 
ciales (1883), de rappeler un article publié dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques (2« Série, t. IV, p. 209) et oli j'ai 
rattaché la résolution de Téquation cubique 

ce' — ipx + g = 

à celle des équations de Moivre. 

Après avoir établi dans cet article le fait très connu que, 
dans le cas particulier de 

ç« ^ 4P» = o, 

deux racines de Téquation sont égales, j'ai signalé la 
décomposition : 

..-3.|rï+p=(.+,f^ï)(._Kï): 

ou, ce qui revient au même, 

a?» — 3po6 + 3p /p = (05 + 2 \/p)(x — \/py* 

Cette décomposition, très facile à obtenir directement, per- 
met donc, dans la théorie de Téqualion du troisième degré, 
de traiter le cas de deux racines égales, préalablement à la 
résolution algébrique de Téquation générale. 

Il n'y a là, assurément, rien de nouveau, et je ne rappelle 
ici cette identité que parcequ'elle me semble de nature à 
simplifier et à compléter la conclusion de la seconde note 
mentionnée, E. Tazeille. 
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QUESTION 58 . 
llhilatloii pir M. Gihiire. 



On donne la courbe thnt l'équation est 

y* — X* + zax'y =: o. 

4° On propose d'abord de constntire cette cowbe C;5° soit M 
un point quelconque de C, on joint OM, et on trace une droite 
A, symétrique de OM par rapport à la bissectrice de l'angle des 



axes; cette droite i rmcontre la perpendiculaire élevée au point 
U à la droite OM, m un point I : démontrer que le lieu géomé- 
trique de ce point I est une hyperbole iquilatère; S' sur 01 
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on prend OV = MI. Démontrer que le lieu du point V est un 
cercle. 
10 Pour construire la courbe précédente, je pose 

y = tXj 
et j'obtiens pour ce et 1/ les valeurs 

2at 2at* 

en fonction d'un seul paramètre variable /• 

Je remarque d'abord que la courbe est symétrique par 
rapport à Taxe dest/; il suffira donc, pour obtenir entière- 

ment la courbe, de faire varier t de o à — et de o à • 

3 2 

Les valeurs de ce et y deviennent infinies pour 

t= ± I. 

Il y aura donc deux directions asymptotiques, qui sont les 

bissectrices des angles des axes. 

La différence 

20/* — 2at — 2at 

devient — — pour / = -|- i , et la somme 
y I ^^ 2at(i + t) ^ 2at 



i-t' (i+mi-i) 



devient — — pour 



t = — ï. 

La courbe présente donc les deux asymptotes réelles 

a 

a 

y 2 • 

Ces deux asymptotes rencontrent la courbe aux points 
déterminés par les valeurs de t satisfaisant aux équations 

(, ^ ty{i*^2t- i)=o, 

et 

(1+ o*(^* — 2^— i) =0. 

La courbe présente un point triple à Torigine, les tan-* 
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génies en ce point sont les axes eux-mêmes, l'axe des y étant 
une tangente double. 

La courbe a la forme ci-contre. 

2® Je considère un point quelconque N de G, déterminé 
par la valeur t: la droite A, symétrique de 0M| par rapport 
à la bissectrice de l'angle des axes, sera déterminée par l'an- 
gle lOXy dont la tangente est 

Les coordonnées du point I seront 

X = 01 . cos lOX 
et 

Mais 



.01 = 



y = 01 . sin lOX. 
OM OM 



ic ^ sm 2X 

cos — 2^ 

2 



et 



0M = 



_ v/4on* -f 4aH^ _ 2at 



7=riï (i - ^vr+F ' 

par suite le lieu du point I sera défini par 

2at cos lOX at 

0? = 



(i _/t) v/i+/*sin2X I — <' 
2at sin lOX a 

y = 



(i — <*)v/i + ^*sin2X I — <• 
Ces relations définissent une hyperbole équilatère, dont 

le centre est joint au point x = o, y = — et dont les 

asymptotes sont parallèles aux bissectrices de l'angle des 
axes : on construit facilement cette hyperbole, au moyen 
des deux relations 

3<* On prend sur la droite A, un point T, tel que MI = OV; 
or MI = OMtg( 2X )=- — r. = ^ -= , — ^ 

^\2 / tg2X 2t \/l+n 
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Les coordonnées du point F seront donc données par 

X = or cos ÎÔX = MI sin X = — ^i-r- 

I + ^* 

■ . ■ 

y î= Ôr ain ÎÔX si= M[ cos X =: ' ? . 
Ce lies défini par les éqnations 

est un cercle, ayant pour centre le point a? =! o, t/ = 



a 

T 

a 



et pour rayon la longueur 

Ai 

Nota.— La même questiotn a été résolue par MM. de Kerdrel, à K.éruzofet ; 
Ferval, Azéma, au lycée Henri IV, à Paris; Levâire, pensionnat des Maristes, 
à Plaisance; Amouroux, à Grenoble; Giat, à Moulins; Pornay, à Toulouse 
Corot, à Troyes. 
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Éléments de la théorie des déterminants, avec de nombreux 
exercices, par P. Ùannony professeur ordinaire à rUniver* 
site de Gand ; (quatrième édition). Paris, librairie Gau- 
thier-Villars. 

Ce petit ouvrage de M. Mansion est trop connu de la plupart de nos 
lecteurs, il a eu un trop réel et trop légitime succès pour que nous vou- 
lions en faire Ici une analyse. Tous ceux qui s'intéressent au mouvement 
fldoidemd des tnaihémaiiques savent quelle large part cette théorie des 
déterminants et ses applications multiples ont prise dans nos cours de 
aathématiqfoes spéciales. G'eat cette algèbre nouvelle qui a si profonde^ 
ment attaqué renseignement ancien, et lui a substitué, avec un autre 
ordre d^idééâ, des méthodes et des démonstrations nouvelles. On peut 
dire, croyons-nous, sans exagération, que les propriétés des déterml- 
îiants, et la pratique du calcul algébrique qui leur correspond, feont la 
base la plus ordinaire de cet enseignement nouveau auquel nous venons 
de faire allusion. 

Nous ne rappelons ce^fait très connu que pdur en déduire l'observa- 
tion (à l'adresse de nos jeunes lecteurs, candidats à l'École Polytechnique 
DU à rËdole Normale) qu'il devient de plus en plus nécessaire de se 
familiariser avec l'algèbre des déterminants. C'est cette pensée qui nous 
pousse à leur signaler, comme une chose dés plus utiles pour eux, la 
lecture. du livre de M. Mansion. Ces éléments rerifennent un très grand 
nombre d'exercices, parmi lesquels beaucoup sont résolus. La quatrième 
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édition renferme anssi un chapitre prëliminairo traitant des détenninants 
a deux ou trois lignes. Les démonstrations ëont présentées sôus un 
jour tout à fait simple et élémentaire ; les commençants, ceux pour ou 
la notation des indices offre quelque difficulté, pourront, en lisant Tou- 
vrage que nous leur recommandons ici, franchir plus facilement les 
premières difficultés que présente la théorie des déterminants. 

G.L. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



88. — On considère une ellipse E, et le cercle A décrit 

sur le petit axe BB' comme diamètre. Sur BB', à partir du 

centre 0, on prend deux points P,F tels que Ton ait 

br 
OP = OF = — . 

a ' 
par ces points P et P', on mène deux droites parallèles et 
dans la même direction ; ces droites rencontrent A en des 
points Q et Q'. Trouver le Ueu décrit par le point de ren-i 
contre des tangentes à A aux points Q et Q', /(;. /^ i 

89. — On considère un cercle A, et l'on prend sur la 
circonférence un point mobile M..Ayant joint ce point aux 
extrémités d*un diamètre fixe AB, du point M on ahaîsse 
sur AB une perpendiculaire MP ; b cercle décrit de M 
comme centre avec MP pour rayon rencontre MA en 
A' et MB en B'. Le lieu décrit par le point de rencontre de 
MP et de A'B' est une courbe du dixième degré, ayant 
pour points quadruples les points A et B. On montrera que 
si AB est Taxe des œ, l'équation peut se résoudre par rap- 
port à y, et l'on donnera la forme générale de cette courbe 
qui est une unieursale. (G L ) ^ 

ÔO. — Construire le lieu des pieds des normales menées 
d'un point fixe S, à la suite des circonférences qui touchent 
deux droites fixes données. — Examiner : !• le cas par- 
ticulier oîi le point fixe S est sur l'une des deux droites 
données ; S»» le cas où le point S est également distant des 
deux droites données ; 3« le cas oîi le poiiit S se transporte 
à l'infini dans une direction donnée, /j^, y] 
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91. — Oa donne un point fixe Oet une droite fixe AB; pour 
chaque point P de AB on prend, normalement à AB, PM 
== X . OP, X étant une constante. Quel est le lieu du point 
M, et quel est le problème simple de géométrie descriptive 
que Ton peut regarder comme l'origine du problème actuel? 

(E. V.) 

92. — On donne une circonférence fixe 0, et une droite 
fixe, AB. Sur chaque tangente à la circonférence on prend 
le point M, de telle sorte que le point de contact P soit le 
milieu du segment QM limité d'un côté au point M, et de 
l'autre côté sur la droite fixe AB. Quel est le lieu du point 
M ? - On examinera en particulier le cas où la droite AB 
est tangente à la circonférence, et le cas particulier où la 
droite AB est un diamèlre de la circonférence. (E. V.) 

93. — On donne deux coniques fixes U et V, et un point 
fixe S ; par le point S, on mène une transversale arbitraire 
qui détermine surU un segment (m', w') et surV un segment 
(n% w"), et Ton demande : 1® le lieu du centre de l'involu- 
tion déterminée par ces deux segments; 2® le lieu des 
points doubles de cette involution. — Expliquer comment 
ce dernier lieu peut devenir le lieu des points de contact 
des tangentes menées d'un point fixe à une série de coniques 
homofocales. (E. V.) 



AVIS 



L'abondance des matières nous oblige à remettre au pro- 
chain numéro la suite de l'étude sur les nouvelles fraction? 
continues. 
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SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

Par M. G. de lionf^ehaiiips. 

[Svile, Toir année 1883, p. 193» 917, 241, 369.) 



XIV. Application à un exemple numérique. — 

Avant d'aller plus loin dans cette théorie, il sera peut-êlrc 
utile de montrer sur un exemple numérique comment on 
peut, par de simples addilionsj extraire une racine carrée 
en applicpiant la méthode que nous exposons. 

Prenons une équation du second degré, à coefficients corn- 
mensurables, par exemple Téquation 

X* — SfiC -[- I = G. 

Cette équation a une racine supérieure à l'unité et nous 
pourrons trouver, par notre méthode, des valeurs de plus en 

3 — 1/5" 
plus approchées de la plus petite racine . Comme 

nous l'avons démontré, les calculs que nous allons indiquer 
donnent des nombres ayant cette irrationnelle pour limite. 
A cet effet, considérons l'équation de récurrence, 

et prenons quatre nombres arbitrairement y oto = i , o^ = i ; 
po = I, pi = 2. Ces nombres doivent, naturellement, être 
pris avec une valeur très simple, et sous cette réserve que 
l'on n'ait pas oopi — «iPo ^ o. 

Pour le dire en passant, cette latitude absolue laissée aux 
constantes initiales permet, par un choix conveuablement 
fait, de se rapprocher plus rapidement de It valeur de 
Tirrationnelle ; mais cette considération n'est pas entrée 
dans la détermination du choix précédent, qui n'a été inspiré 
que par la pensée de prendre des valeurs initiales simples 
et, aussi, par une autre idée que nous indiquerons tout à 
Theure. 

JOURNAL DB MATH. SPiC. 1884- 
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Les nombres récurrents a« , p„ se calculent alors par les 
formules 

a„ = 3an«i — a„„2, 

?n= 3p„_i — ôn-2; 
et Ton peut écrire , , ^^ 

X __ i-f: 1+2 + 5+ i3+34rh 2334-610+ 1597+4181 + 109464- 

"Y" ~" I + 2 + 5 + i3 + 34 + 

On voit d* abord, d'après ce résultat, quelle est Tidée à 
laquelle nous Tenons de faire allusion. La loi de récur- 
rence des fonctions p étant la même que celle des fonc- 
tions a, si Ton fait en sorte de choisir 

dopo = ai, 2« pi=a, = 3ai — s, 
les nombres p,, p„ ... seront respectivement égaux aux 
nombres a^, a^, ... ; et les calculs se trouvent ainsi abré- 
gés de moitié. 

Calculons mainlenant les réduites successives, comme le 
montre le tableau ci-dessous : 



X-. 


X, 


X. 


X, 


X* 


X, 


X. 


X7 


Y. 


Y. 


Y 


Y, 


Y* 


Y, 


Y. 


Y, 


I 
I 


2 
3 


4 
8 


9 
21 


22 

55 


56 
14+ 


145 
377 


378 
987 


I 


0,6. . 


0,5 


0,4.. 


o,38.. 


0,38.. 


0,38.. 


0,38.. 



X. 



Y, 
988 



2584 
0,38. . 



Il 
Y. 

2585 

6765 

0,38. . 



X 



10 



Y.o 

6766 

17711 
o,38. . 



X 



11 



^11 

17712 

46368 
o,38i. . 



Si Ton rapproche ces nombres du résultat connu : 

V — = 0,3819682... 

on voit que c'est seulement la réduite d'indice 1 1 qui a 
donné le chiffre exact des millièmes; mais il faut considé- 
rer que les termes qui composent cette réduite ont été 
obtenus par un procédé des plus simples et qui consiste: 1® à 
tripler le nombre précédemment obtenu; 2® à retrancher de 
ce résultat le nombre anté-précédent; 3® à ajouter tous les 
nombres ainsi calculés. 
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Mais on peut encore abréger ces calculs et obtenir, par voie 
récurrente, les nombres X„, Y», comme nous allons l'indi- 
quer maintenant. 

XV. Récurrence des fonctions X» et Y». — L'équa- 
tion proposée étant 

X* — 2px -|- ç = G, (A) 

on a, pour calcul des fonctions a, les égalités suivantes 

!a„ — 2pa„-i + qoLn-^i = G, 
«n-l — 2pan-2 + ÇO^-S = O, 
a, — 2pQ4 + î*o = o* 

D'ailleurs, on a aussi, 

Les égalités (1) donnent donc 

Xn — tto — a^ — 2p (Xn_i — a^) + 9X»»-2 = O- (B) 
Changeons n en n — i , nous avons 

X^i — tto — ai — 2p (Xn-2 — «o) + gX„«8 =• o 
et, par suite; 

X„ — (2p + i)X^4 + (2P + g)Xn-2 - îX«-s = 0. (C) 

C'est une relation de récurrence à laquelle on peut appli- 
quer le théorème de Lagrange, et, en observant que l'équa- 
tion génératrice est, dans cet exemple, 

Z* — (2p 4- l)j5* -|- (2p + Ç)« — 9 = O, 

ou 

(« — i){z* — 2pz -f g) = o, 
on voit donc que, en appelant ce', x^ les racines de (A), on a 

Xn = A + Bx'^ + Cx"". (D) 

Cette formule s'applique, bien entendu, aux fonctions Y„, 
en choisissant convenablement les constantes A, B, C. 

XVI. Calcul des constantes A, B, C. — Eu faisant, 
successivement, dans la formule (B), n = o, n = i, n = 2, 

on a 

Xo = ao = A + B +C, 
Xi = ao -f ai= A + Bo?' + Gx\ 
X, = ao + *i -f *t = A + Ba5'« + Gx"\ 
Nous allons résoudre ces trois équations, en tenant compte 

des relations 



m 
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xx" = g. 
Le déterminant A de ces inconnues est 



A = 



ou 



A = 



I 
I 
I 

I 
I 
I 



I 
x' 

X* 

o 
x' • 



X 
X 



tt 



f'i 



jt 



X — I 



œ'* — I X 



fr% 



OU, enfin, 

^ = {x\—x')(q — 2p± i) = {x''^x'){x'—i){x" — i). 

Les racines de réqiiation (A) ne sont pas commensurables 
et, dans cette hypothèse, A n'est pas nul. Un calcul évident 
donne pour A, B, G les valeurs suivantes : 



A = 



B = 



(x'— i)K— i) ' 

x'{oi^ OLqX") 



(x'—x")(x'—i) ' 

La constante A peut être nulle, si la constante a^ vérifie 
régalité 

mais les constantes B et G sont nécessairement différentes 
de zéro, x' et x" n'étant pas des nombres commensurables, 

XVII. Récurrence des fonctions Zn. — Pour étudier 

X 

les fonctions -=A et, notamment, pour savoir si elles vont, 

ou non, en croissant, il est naturel de former la différence : 

Yn Y„_i 

et l'on est ainsi conduit à poser 

Nous nous proposons de rechercher la récurrence de ces 
fonctions Z„. 
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L'égalité (B) donne, après avoir posé K = a^ + ao ( i -j^ 2|)), 

On a, de même, 

y„ = 2pY^i - çY„_2 + K'. [K' = p,+ fo(i - 2p)]. 

On en déduit, par combinaison, 

XnY„_| — YnX„_i = 5(Xn_-iY|i_2 Y„_iXn-2) + KY^-i 

— KXj^i 
ou 

Zfi = çZn— 1 -j- KYn_i — KXn—l 

et, par suite, 

Zn— 1 = gZn^2 -f- KYn-2 K'X»— 2 y 

Z„_2 = (]Zn-^ -j- KY„__3 K X,^_3 . 

Multiplions ces trois dernières égalités respectivement 
par : I , — 2p, et q ; le facteur de K se trouve égal à K' ; 
celui de K% égal à K ; et nous avons, finalement, 

Zn — (2p + 9)Z„_i + ^(l + 2p)Zn-2 — 9*Zn-8 = O. 

C'est la loi de récurrence des fonctions Z„. 

XVIII. Recherche de l'intégrale Z„, — Pour trou- 
ver la fonction Z„ , nous devrons considérer Téquation 

03* — (2p + ç)^* + 9(1 + 2p)a; — ç* = o, 
ou la suivante : 

(x — q)(x^ + 2P^ + ?) = O' 
Ainsi les trois racines de Téquation génératrice sont : x\ 
x" eia/x". L'intégrale Z„ est donc,conformémentau théorème 
de Lagrange, donnée par la formule 

Zn = AVo)"" + BV« + Gx"\ 
En posant 

S = aoPi — Po*!» 
on trouve, d'abord, 

Z, = — 8, 

Z, = — (2p + g)8, 

Zs = (9 — <?' — 2pg — 4P')S : 
puis 

8 
— A' = 



{x~i){x'-i)' 



— B' = 



{x'—i){x" — x')' 
^ — (x'—i)(x—x") ' 
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Ces quantités ont une somme nulle, mais chacune d'elles 
représente un nombre fini et différent de zéro. 

(A suivre.) 



NOTE SUR LA DROITE DE SIMSON 

Par M* llTeilly professeur de Mathématiques spéciales au Collège Ghaptal. 

(Suite^ voir page 11.) 



Théorème XV. — Une droite de Simson relative à un 
point Met à un triangle ÂBC est droite de Simson relative au 
triangle ÂBH et au point de rencontre des hauteurs du triangle 
MÂB. 

Abaissons du point M une perpendiculaire MP sur AB, 

laquelle rencontre en D le 
cercle circonscrit. Soit PE 
la droite de Simson corres- 
pondant à M et au triangle 
ABC. Soit AE la hauteur du 
triangle ABC, elle rencontre 
en R la droite PE ; élevons 
en R une perpendiculaire 
sur AK, cette perpendicu- 
laire rencontre MP en L. 
Notre théorème sera dé- 
montré si nous prouvons 
que Ton a 

PL = PD, ou ALP = ADP. 
Or, on a 

. ALP = ARP = RPB -- RAP, 

RPB = — — RPL=— — MAE. 

2 2 

Donc RPB a pour mesure la moitié de Tare CM\ M étant 
diamétralement opposé à M ; RAP a pour mesure la moitié 
de Tare KB. Donc ALP a pour mesure 
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— arc .CM' — — arc KB == — (CK + BM) 

2 2 2 ' ' 

= -L (;, _ AM') 

2 

= — (AM). 

2 

Donc on a bien ALP = ADP. 

Théorème XVI. — Une droite de Simson relative à un 
point M et au triangle ABC est droite de Simson relative aux 
trois triangles formés avec deux sommets du premier et le point 
de concours de ses hauteurs. 

Ce théorème n'est que la traduction du précédent. 

Théorème XVII. — L'hyperbole équilatère qui passe par 

les trois sommets d*un triangle passe par le point de concours 

des hauteurs de ce triangle; son centre est sur le cercle des neuf 

points du triangle ; ses asymptotes sont tangentes à une hypocy- 

chide à trois rebrou^sements. 

Ce théorème résulte des précédents. 

Théorème XVIII. ^— Par un point passent trois droites 
de Simson ; il existe un triangle ayant pour hauteurs ces trois 
droites et pour côtés trois autres droites de Simson. 

Rappelons que si l'on considère une droite de Simson 
rencontrant le cercle des neuf points en P et P^, et si Ton 
prend sur ce cercle deux arcs PQ et PiQi, dont l'un est 
double de l'autre, la droite QQ^ est une droite de Simson. 

Soit E le point de rencontre des deux droiles de Simson 
PPi et QQi. Les perpendiculaires P^d, Q^K à ces droites 
seront des droites de Simson, puisqu'elles coupent les pre- 
mières à angle droit sur le cercle des neuf points. On a 

arc PiQi = 2 . arc PQ, 
donc EQPi est isoscèle, donc QE = QP^. 

Par suite, QE = QG. De même EP = PK. 

Ceci prouve que le triangle EKG a pour son cercle des 
neuf points le cercle considéré. 

Donc, si L et R sont les points où KG rencontre ce cercle, 
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L est le milieu de KG, et R est le pied de la troisième hau- 

Y\ teur du triangle EKG. On a 

donc 

LK = LG=:LQ,. 
Le triangle Q^LK étant isoscèle, 
les angles LKQj et LQ^K sont 
égaux ; donc l'arc RQ^ est double 
de Tare LS. Comme Q^S est droite 
de SimsoQ, on voit que KG est 
aussi droite de Simson. Actuel- 
lement, si Ton considère les trois 
droites de Simson, KL, KS, KP, 
les trois droites de Simson qui 
leur sont perpendiculaires sont : 
ER, troisième hauteur du triangle 
EKG, EQ, P^G; elles forment un 
triangle dont les trois premières 
sont les hauteurs. Il reste à dé- 
montrer que ER est droite de 

Simson; or elle rencontre le cercle en un point T, et l'on a 

TEQ = SKL ; 
donc 

arcTQ=arcLS=— arc RQj, 

donc la proposition est dé- 
montrée. 

Théorème XIX. — La 

distance des points de contact 
de deux droites de Simson rec- 
tangulaires avec leur enveloppe 
est constante, et la droite qui 
joint les deux points est une 
droite de Simson. 

Soient PQ^, et PPi deux 
droites de Simson rectangulaires passant par un point P 
du cercle des neuf points. Si l'on prolonge PQ^ et PP^ de 
longueurs Q^L == PQ^ et P^R = PP^, les points L et R sont 
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ceux OU ces deux droites touchent leur enveloppe. LR ren- 
contre le cercle au point S diamétralement opposé à P et 
au point T symétrique de P par rapport à PiQi. Donc on a 

arc PT = 2 . arc Q^S. 
Donc LR est une droite de Simson ; sa longueur est con- 
stante et égale à quatre fois le rayon du cercle des neuf 
points. Il est à remarquer que PT est une droite de Simson. 

Théorème XX. — Toute tangente à rhypocyclo'ide à trois 
rebroussements en un point P rencontre la courbe en deux points 
M,N» têts que les tangentes à la courbe en ces points sont rec^ 
tangulaiî'es ; le segment MN est de longueur constante; il existe 
une tangente à Vhypocyclo'ide, perpendiculaire à la première^ et 
fossant par le point de rencontre des tangentes en M et N. 

lie théorème n'est qu'un énoncé du précédent. 

Théorème XXI. — L'hypocyclo'ide à trois rebroussements, 
enveloppe des droites de Simson, est une courbe de la troisième 
classe et du quatrième degré. 

Ce théorème résulte des théorèmes XVIII et XIX, conve- 
nablement interprétés. 

Théorème XXII. -r Étant donnés un point M et un trianr 
gle ABU, si du point M on abaisse une perpendiculaire sur la 
droite de Simson qui lui corresponde cette perpendiculaire est 
une droite de Simson relative au triangle obtenu en menant par 
les sommets de ÂBC des parallèles aux côtés opposés, 

abaissons du point M les perpendiculaires ME, MD sur 

AB et BC. La droite ED sera la droite de Simson relative 

au point M et au triangle ABC. Menons par le point G une 

parallèle à AB, laquelle rencontre en G la droite ME, en Gt 

le cercle circonscrit à ABC, et en R la perpendiculaire abaissée 

de M sur DE. Celte dernière perpendiculaire rencontre DE 

en K, et AB en L. On a 

EMK = KEL = BMD = GMC^, 
Donc 

GR = GGi. 

Il est facile de démontrer que le triangle ABG, et le triangle 
A'B'G' obtenu en menant par les sommets du premier des 
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A/%^ 


K. \ 


A 




R C 


y C^ ' ^q 



B 



parallèles aux côtés opposés, sont homothétiques, le centre 
d^homothétie étant le centre de gravité de A'B'C. On en con- 
clut que le point de concours des hauteurs du triangle A'B'C 
est au point de rencontre des perpendiculaires élevées en 
Ci, Al, Bi, sur les côtés A'B', B'C, A'C. Soit H^ ce point. 
Élevons en R une perpendiculaire sur GR, elle rencontrera 

HiM en un point M^. On 
aura H^M = MM^ à cause 
de GGi == GR. Dès lors 
ce point M^ appartiendra 
aux trois perpendiculai- 
res élevées aux côtés de 
A'B'C par le point R et 
les deuxpointsanalogues 
à R. Donc enfin MR est 
droite de Simson relative 
à Ml et aux côtés du 
triangle A'B'C. On voit 
de plus que lorsque M varie, la droite MM^ passe par le point 
fixe Hi. 

Théorème XXIII. — Étant donnés une parabole et un 
triangle circonscrit ^ si Von considère le triangle obtenu en me- 
nant par les sommets du premier des parallèles aux côtés oppo- 
sés, il existe une parabole inscrite à ce triangle et ayant pour 
tangente au sommet Vaxe de la première. La droite qui joint les 
foyers des deux paraboles passe par le point de concours Hj des 
hauteurs du grand triangle ; on a H^F = FF^, en désignant 
par F et F^ le foyer de la première parabole et celui de la seconde. 

Ce théorème est une traduction du précédent. 

Théorème XXIV. — On considère un triangle fixe ABC 
et une suite de paraboles inscrites à ce triangle ; par le foyer F 
de chacune d'elles on mène une droite faisant avec Vaxe de la 
parabole un angle donnée».; V enveloppe de ces droites est une 
hypocycloïde à trois rebroussements. Quand a varie, toutes les 
hypocycloïdes correspondantes sont égales entre elles et ne font 
que tourner autour du centre du cercle circonscrit au triangle. 
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Soient F et F^ deux positions du foyer, et FK, F^Ki les 
deux droites correspondantes, qui rencontrent le cercle cir- 
conscrit au triangle en F et K, et en F^ et E^^. Uangle des 
droites FK et F^K^ est égal à celui des droites de Simsou 
correspondant au triangle ABC et aux deux points F,Fi. Donc 
cet angle est la moitié de Tangle au centre FOFf 11 a pour 
mesure 

— arc KKi arc FFi ; 

2 2 

donc on a 

arc KKa = 2 . arc FF^. 

Par suite, en laissant fixe la droite FE, on voit que la 

droite variable F^K^ enveloppe une hypocycloïde à trois 

rebroussements. Le centre du cercle fixe de cette courbe est 

enO, et son rayon est triple de celui du cercle circonscrit 

au triangle ABQ. Ceci démontre le théorème énoncé. 

Donnons à a une valeur, et considérons les droites FX, 
F^X] . . . correspondantes. Elles seront tangentes à une 
même hypocycloïde. D'un point quelconque P menons à cette 
courbe les trois tangentes ; les tangentes perpendiculaires 
à celjes-là formeront un triangle RST dont les premières 
sont les hauteurs. Ceci posé, FX, FjXj, etc., seront les axes 
d'une parabole variable inscrite au triangle RST ;cela résulte 
des théorèmes précédents ; on voit que le triangle RST peut 
être choisi d'une double infinité de manières ; il a un cercle 
des neuf points toujours le même. (A suivre.) 



QUESTION 59 

Solution par M. Jérôme GALLé, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Grenoble. 



Lieu des centres des coniqxies de surface donnée circonscrites à 
un triangle. — Examiner spécialement le cas des hyperboles. 
Étudier dans ce cas les branches infinies et les sinux>sités de la 
courbe. (Amigues.) 

Prenons pour axes deux côtés OA et OB du triangle, et 
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posons 

0A = 2a, OB=26. 

Soit 6 l'angle des axes. 

L'équation générale des coniques circonscrites sera 

Ax (x — 20) + 2B.Ty -\- Cy (y — 26) = o. (1) 
Soit (Xy y) le centre d'une de ces coniques. La surface de 
la conique devant être constante, par suite le rectangle des 
carrés des axes constant et égal à m*, on aura entre x et y 
la relation 

{kax + G6j/)« sin« + m*(B« — AG) = o. (2) 

D'ailleurs, x eiy satisfont aux deux relations 

k(x — a) + By=o 

}Bx + G (î/ -^ 6) = o. ^ ^ 

Éliminant A, B, G entre (2) et (3), on aura Téquation du 
lieu. Or de (3) on tire 



X' — a y — b 

Portant dans (2), il vient, après suppression du facteur B*, 
évanouissement des dénominateurs et réduction dans le der- 
nier terme, 

x*y^(bx + ai/ — 2fl6)' sin* 6 

— m^(x — a){y — b){bx + aj/ — ab) = o. \^l) 

Le lieu cherché est donc du sixième degré. 

Nous avons supposé que le produit des carrés des axes 
était positif; nous nous sommes donc placé dans le cas des 
ellipses. Pour nous mettre dans le cas des hyperboles, il 
suffira de changer le signe de m*. 

I. Cas des ellipses. Points doubles, tangentes. 

— On voit aisément sur Téquation qu'il y a h'ois points 
doubles, dont les coordonnées sont 

(a.o)y (0.6) et (a.b). 
Ce sont les milieux des trois côtés du triangle. 
Portant l'origine au premier, A' (milieu de OA), l'équa- 
tion devient 

{x -|- a)*î/'(6.x -f ût/ — aby sin* 
— m^x (y — b){bx + ay) = o. (!') 
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Les tangentes en ce point sont données par l'équation 
a'b sin' 6 . y* -\- m'aa:y ~{- m'ftx* ^ o. 

I.a condition de réalité est 

ni'a'{m' — ^a^b* sin* 6) > o. 



m' > 2ab sin 8, 



Fig. i. 

c'est-à-dire que le rectangle des aies de la conique doit être 
supérieur ou égal à la surface du triangle donné. Si cette 
condition est remplie, les deux tangentes sont situées dans 
le deuxième angle des axes. — La condition est évidemment 
la môme pour les autres points doubles, car rien ne distingue 
l'un des côtés du triangle des deux autres. On peut d'ailleurs 
le voir très aisément par deux nouveaux transports de coor- 
données. Donc: 
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Si m* >> 2ab sin ô, la courbe a trois points doubles réels, 
avec tangentes distinctes (fig. 4). 

Si m* = 2ab sin 0, la courbe a trois points de rebrousse- 
ment (fig. 2), 

Si m' < 2ab sin 6, la courbe a trois points doubles imagi- 
naires (fig. S). 




Fig, 2, 



— Dans le cas où les deux tangentes se confondent, 
leur coefficient angulaire commun est 






m* 



20*6 sin» ô 
et en tenant compte de la relation 

m* = 2ab sin Ô, ^ = — 



2a 



La tangente est donc la médiane correspondant au côté OA. 
De même aux deux autres points. 
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Voyons si ces points doubles ne peuvent pas être points 
doubles d'inflexion. 

Dans (I), posons y = tx; cette équation devient après 
suppression de la racine ce' = o 

t^oc + ay[{b + al)x — aftpsin» — m'{tx — b){b + ai) = o. 
La droite y = tx sera tangente d'inflexion, si nous pou- 
vons trouver une valeur de t annulant à la fois les coeffi- 
cients des deux termes de degré moindre, c est-à-dire satis- 
faisant aux équations : 

a*6 sin» ô/' + m^at + w*6 = o 
20*6 sin* 6/* + m^at + m*6 =^ o, 
ce qui exige évidemment a == o, ou 6 = o. 




Fig. 3. 



Régions. — On voit immédiatement en construisant les 
droites x — a=o, y — b = o, bx -\- ay — ab = o, 
qu'il ne peut y avoir de points de la courbe dans les régions 
ombrées. 

Asymptotes. — Il y a trois directions asymptotiques, 
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qui sont les trois côtés du triangle. Les deux axes sont les 
asymptotes de leurs directions. — Le troisième côté da 
triangle, ne jouissant d'aucune propriété distincte, sera 
aussi l'asymptote de la sienne. On le vérifie aisément, 
d'ailleurs, en cherchant l'ordonnée à l'origine, qui est racine 
de l'équation 



u^ 



<p'm(l .C) + W?'m-1 (l .C) + ?«i-2 (l -C) = O, 



I . 2 

qui se réduit à (u — 26)* = o. 

Dans le cas présent, les asymptotes sont dans les régions 
ombrées, donc les branches de courbe correspondantes sont 
imaginaires. 

Remarque. — Il est clair que le lieu des centres sera ima- 
ginaire si on donne à m* une valeur inférieure au rectangle 
des axes de l'ellipse minimum circonscrite au triangle, 
lequel est, comme on sait» 

Sab sin ô 

II. Cas des hyperboles. — L'équation s'obtient en 

changeant le signe de m* dans (1), ce qui donne 

x^y\bx -\- ay — 2abY sin^ 

-j- m^{x — a){y — b){bx + ay — ab) = o. (II) 

Voyons quels sont les changements : 

Les asymptotes sont les mêmes, car elles ne dépendent 

pas de m*. 

Les points doubles sont aussi les mêmes, et la condition 

de réalité des tangentes en ces points est, en changeant le 

signe de m*, 

m^a\m* + 4a*6« sin» 6) > o. 

Elle est donc toujours remplie. 

Les points doubles ne peuvent devenir points de rebrous- 
sement dans ce cas, sauf le cas particulier de a = o, oîi 
leur coefficient angulaire commun serait infini : car les 
coefficients de j/* et de xy s'annulent dans leur équation. 

C'est encore dans les seuls cas particuliers de = 0, 
6 = 0, que les points doubles pourront devenir points 
doubles d'inflexion. 
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Les régions ombrées soDt simplement transposées. 

La courbe générale a la forme représentée par la figure 4. 



Fig. i. 

Cas particuliers. — 1° a =: o. — Ce cas peat convenir à 
des ellipses et à des hyperboles. L'énoncé se transforme 
en remplaçant « coniques circonscrites au triangle OAB », par 
« coniques tangentes en à une droite donnée OX et pasiant . 
par un point fixe C ». 
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Cas des ellipses. — L'équation devient 
b'j:'y' siq' 9 — m*x'{y — 6) = o. 

X* :=o, axe des y. — L'origine est la limile du point 
double A' et l'axe des y est à lui-môme sa laagente double 
d'inflexion en ce point. 

Tl reste la courbe du qualrième degré 

bx'y* sin» — m^ly — 6 = o. (III) 

Il ne peut y avoir de points du lieu au-dessous de la 
droite y =^ b, qui est tangente en son point d'intersection 
avec OY. 

Les deux axes sont asymptotes. A l'axe des x correspondent 
quatre branches imaginaires, à celui dest/ deux imaginaires 
et deux réelles. 

Points de tangence verticale. — Ils sont donnés par 
l'équation 

2fc^*i/ sin' 9 — m* = o. 




Fig S. 
qui,combinée avec (A), donne 

y = 2b. 
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Par suite 



x = -h 



m* 



et 



' 26 sin 6 
La courbe a la forme indiquée (fig. 5), 

Cas des hyperboles. 

a;* = o, 

bx^y* sin* + m*(y — 6) = o. 




Fig. &. 

Pas de points de cette courbe au-dessus de y = b. Cette 
droite lui est tangente sur OT. — L'axe des œ est asym- 
ptote double correspondant à quatre branches réelles; Taxe 
des y est asymptote double correspondant à deux branches 
réelles et deux imaginaires. 

Les points de tangence verticale ont encore leur ordonnée 
réelle : y = 2b, mais leur abscisse imaginaire, car 



a?, = — 



wr 



46» sin» 6 • 
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La courbo a la forme représentée (fig- 6). 

Four b ^o, oa aurait les deux mêmes courbes disposées 
de même, par rapport au cAté OÂ ; el aussi pour c = o. 

^ a = 00 . L'éoOQcé se transforme eu changeant : coniques 
circonscrites àun triangle OAB, en coniques passant endeuxpoints 
donnés et B, et ayant une direction asymptotique lïonnée OÂ. 
L'énoncé ne contient plus alors qu'à des hyperboles. 



Fig. 7. 
L'équation devient 

xYiy — 2(»)' sin' e — m'iy — 6)' = o, 
qui Be décompose en deux cubiques : 

ccy{y — 26) sin 6 — m*{y — b) ^ o, (fig. 7) 
œy(y — 2b) sin 9 + m'{y —b} = o. (fù/. 8) 
Les droites x^o, y =: o, y ^b, y= 26, séparent le plan 
eu réglons ioTersement disposées pour les deux courbes. 
Les droites x^o, y = o, y= 2b, sont asymptotes. 
La courbe OY au point 1/ =: &, où la tangente a pour coeffi- 
cient angulaire : 
dans la première, 

b' sin 
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dans la deuxième. 



Ces points sont points il'inAexiOD, car la langenle a 
trois points communs avec la courbe. 

Nota. — La mSine queslioD a élé résolue par MM. de Kardrel, A K6ru- 
loret; Gioi, à Moulins. 



CORRESPONDANCE 



Extrait rfttne lettre de M. Niewenghtvski à H. G. de Longchamps. 
.... M. Walecki a donné dans le numéro de janvier une 
vérification trîts simple de la règle de multiplication de deux 
déterminants. Il n'est peutrètre pas inutile de faire observer 
que le même procédé peut être appliqué, sans modification, 
au cas oîi l'on donne deux tableaux rectangulaires au lieu 
de deux déterminants. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



= o 



94. — Nous proposons à nos jeunes lecteurs de démon- 
trer, avec simplicité et élégance, au moyen des relations 
entre les coefficients et les racines, que la condition 

ABC 
B G D 
G D E 

exprime que les racines de Téquation 

kx' — 4Ba:' + 6G . x'' — ^Dx + E = o 
sont en proportion harmonique, c'est-à-dire, sont liées par 

la relation 

2.(ap4:Y8)=-(a+p) (y -f 8) (E. V.) 

95. — L'équation 

tto -f- a^x -f- cti^^ + • • • + ^nOc*^ == o 
ayant toutes ses racines réelles et de même signe, démontrer 
que l'équation 

Go cos <p + tti cos (çp + ô)a? + Og cos (9 -f- 2Ô)X* -{"••• 

-}- un COS (9 -f- ^^) flC** = O 

a toutes ses racines réelles, quels que soient les angles <p et 0. 

(E. Laguerre.) 

96. — Oh considère une strophoïde droite S; par le som- 
met de la courbe, son point double, et un point M mobile 
sur S, on fait passer une ciraonférence A; enfin par M on 
mène une parallèle à l'asymptote de S et cette parallèle 
rencontre A en un point I. Trouver le lieu de ce point. 

Ge lieu est une circonférence; on donnera, après la solu- 
tion analytique de ce problème, une démonstration géomé- 
trique du résultat trouvé. (G, L.) 

97. — Soit M un point d'une strophoïde, ayant pour som- 
met et pour point double 0'. Du point 0' comme centre 
avec O'O pour rayon décrivons un cercle A, Si du point M 
on abaisse une perpendiculaire sur 00', cette droite ren- 
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contre A en deux points parmi lesquels on distinguera parti- 
culièrement le point H qui jouit de la propriété que MH = MO. 

1® Reconnaître l'exactitude de cette proposition ; 

2** Démontrer que si les perpendiculaires à OM, au point 
el les tangentes en H à A se coupent en T, TM est la tan- 
gente à la strophoïde ; 

3^ Démontrer que si Ton prend MH' = MH, le lieu du point 
H' est une cissoïde. 

4<> Reconnaître que la tangente au point H' à la cissoïde 
passe, elle aussi, par le point T;et faisant alors abstraction 
de la strophoïde considérée d'abord, déduire des remarques 
précédentes une construction de la tangente à la cissoïde. 

98. — On considère une parabole fixe, et un cercle de 
rayon constant, mais variable de position. On suppose que 
le cercle se déplace dans le plan sous la condition que, dans 
chacane de ses positions, le cercle mobile et la parabole fixe 
aient un système de tangentes communes rectangulaires. On 
propose de trouver et d'étudier le lieu que décrit le centre du 
cercle quand il occupe dans le plan toutes les positions com- 
patibles avec la condition donnée. (E. B.) 

99. — On donne dans le plan une droite fixe DD' et deux 
points fixes et A. — Par le point on mène deux cercles 
tangents tous deux à la droite fixe DD' et à une autre droite 
quelconque issue du point fixe A. On demande d'étudier le 
lieu décrit par le second point M d'intersection de ces deux 
cercles quand la droite AB tourne autour du point A. 

(E. B.) 

100. — On donne une circonférence fixe dont le centre est G 
et un point dans son plan. Par le point on mène une 
tangente OA au cercle G. Par un point Bpris sur cette droite 
OA on mène une perpendiculaire à OA, et une parallèle BD 
à la droite OG, D désignant l'un des points où cette paral- 
lèle rencontre le cercle G. Enfin du point comme ceiitre, 
avec OD pour rayon, on décrit une circonférence qui coupe 
en M et M' la perpendiculaire élevée à OA en B. On demande 
d'étudier le lieu des points M et M' quand le point B se dé- 
place sur la tangente OA. (E, B.) 
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101. — Construiie, point par poiut, au moyen d'une 
équerre, la courbe qui correspond à l'équation 

n désignant tin nombre entier positif. (G. L,) 

102. — On donne une ellipse E, et Ton considère la 
droite A, qui a pour équation 

X _ g^ + &' 

a "~" c* * 
Soit M un point pris sur l'ellipse, et soit à! la tangente 
en ce point ; A' rencontre A en un point P. On joint ce point P 
au sommet de droite A, et on élève à AP une perpendicu- 
laire A'' par le point A. Démontrer que la droite AM est 
bissectrice de Tangle formé par A'' avec le grand axe AA\ 
Déduire de celte remarque une construction de la tangente 
en un point de l'ellipse au moyen de la règle et de l'équerfe. 
On suppose que les sommets de la courbe sont seuls con- 
nus, {G. L.) 

103. — Lieu des sommets des paraboloïdes qui passent 
par une parabole donnée et par deux points donnés symé- 
triques par rapport au plan de la parabole. On distinguera 
les partiel du lieu qui sont des sommets de paraboloïdes 
elliptiques et celles qui sont des sommets de paraboloïdes 
hyperboliques. (B. Amigues.) 



Rcdac(eur-(/éran i , 
E. VAZEILLE. 
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SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

Par M. G* de liongchamps. 

\Suite et fin, v. t. VII, p. 197, 213, 241, 269; et t. VIU, p. 25.) 



— L'étude complète des fractions continues que 
nous avons définies au début de ce mémoire, nous entraîne- 
rait très loin, et bien au delà des limites qui nous sont tra- 
cées dans ce journal. Nous voulons seulement montrer, en 
terminant ce travail, comment on peut, dans certains cas 
particuliers tout au moins, rapprocher les fractions conti'- 
nues étudiées ici, de celles qu'on désigne habituellement 
sous celte qualification et en prenant le mot fractions cotir- 
tinues dans son sens élémentaire le plus général (Alg. Lau- 
rent, t. II, p. 143). 



;. — Plaçons-nous dans le cas particulier qui corres- 
pond aux hypothèses suivantes : 

(/= I. 

Le paramètre p reste seul arbitraire et les considérations 
qui suivent s'appliquent uniquement aux irrationnelles de 

la forme 

v/p» — I . 

Nous nous proposons donc de développer la plus petite 
racine de Téquation 

x^ — 2px -{- I = o. (l) 

La fonction Xn (§ XV, formule D) est donnée par la 

formule 

X„ = A + Bcc'2+Ca;'''* ^^> 

et les formules établies plus haut (§ XVI) donnent 
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A=i, B= / ; , G = r-^C) (3) 

X — X X — X ^ ^ ^ ^ 

On a aussi : 

«0=1, a^ = I, a, = 2p — I , . . . 
po = I = ai ; pi = 2p — I = ttj, . . . 
et, en général, 

Pn-i = an . (4) 

D'après la définition des fonctions X» et Y„, définition qui 
correspond aux formules : 

Xn = Q^o -f - a^ -f- ... -j- an , 

Yn = po + Pl+..-+Pn, - 

nous avons 

Xn = I + Yn-i. (5) 

Il suffit donc de calculer les fonctions Xn pour avoir les 
fonctions Yn, et pour calculer, par suite, les réduites suc- 
cessives. 

La fonction Xn, d'après les formules (2) et (3), est donnée 
par régalité 

Xn= I + 

OU par la suivante, 

Xn=I+Un, (6) 

en posant, avec M. Ed. Lucas (**), 



x—x' ' 



U„ = 



X X 



Nous rattachons ainsi, dans le cas particulier que nous 
examinons, les réduites de nos fractions continues à ces 
fonctions Un que M. Ed. Lucas a nommées fonctions simple- 
ment périodiques pour marquer, croyons-nous, qu'elles jouis- 
sent des relations de récurrence qui sont vérifiées par les 
fonctions sinnx et cosrur. 



(*) La formule que donne G, au paragraphe cité, renferme une erreur 
typographique. Au lieu de 

(x' --x'-] [x'-- l) ' 
il faut lire 

[x' — a;*) [x' — i)' 
(*•) Nouvelle correspondance mathématique (1877, p. 370). 



JOURNAL DE KATHÉBfATIQUES SPÉGIÀLIS 51 

XXI. Relation de récurrence entre deux fonc- 
tions Un consécutives. — Nous allons montrer qu'entre 
deux fonctions U» consécutives existe la relation identique 

VI - {X + cr'')UnU„., + (rVULi = (o^V)-*. 
En effet, des égalités 

X* — x'^ -^ 05'**"* — ar*''*~* 

^ — — TT' HT"» *-'n— j — ; ; -, 

X — X X — X 

on déduit, successivement, 

U„ - xJ3^ = œ'"-S 

Un - x'\]^ = x^-' ; 
et, par combinaison, 

(Un - XV^) (Un - OîTn-i) = (XX)^^. (A) 

C'est, sous une autre forme, la relation annoncée. 

Xn 

XXII. Relation entre deux fonctions r— censé- 
cutives. — Posons, pour abréger l'écriture, 

nous allons reconnaître, en nous appuyant sur Tidenlité (A), 
établie ci-dessus, qu'il existe une relation homographique 
entre deux fonctions l consécutives. 

Nous avons démontré, plus haut, que nous avions (§XX, 
éq. 6) 

Xn-=I+Un 

et (§ XX, éq. 5) 

Xn =' I -7- Xn— !• 

Cette dernière relation donne 

Yn = Xn+i — I 

ou, d'après la première, 

Y = Un+i. 

Nous pouvons donc poser 

Kn — — ^TT . (B) 

Un+1 

D'autre part, la relation (A) appliquée au cas particulier 
qui nous occupe, et qui suppose xx' = i, donne (*) 

ni — 2pUn Wn-l + ^n-1 = I • 



(*) Poar éviter toute confusion, nous désignoas ici par Un, la onction \I> 
quand on suppose œ'a'''= i. 
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Celte éjçalilé peut se transformer de la manière suivante. 
Ajoutons et retranchons 2WnWn-i, et nous avons 

{Un + t/n-l)* — I = 2(p + l)«n«n-l 

ou 

(W„+ Wn-1+ l)(Wn+ Wn-1— l) = 2(p + l)Mnt/«_i 

ou, encore, 
Mais, d'après l'égalité (B), on peut écrire 

I 4- Wn-l 

Çn-l = ' 

et 

I + Wn-2 



Çn-2=* 



Cette dernière égalité peut être transformée en observant 
que Ton a 

Un — 2pUn-i + Wn-2 = O 

et, par suite, 

^ I + pWn~l ~ Wn I — Wn 
^n-2 = z= 2p -\ . 

D'après cela, la relation (A') devient 

(?^, + l)(2p + I - Ç„_2) = 2(p + I). (G) 

C'est la relation homographique annoncée. 

XXIII. Développement dQ U en fraction conti- 
nue (sens ordinaire). — La relation (G) (en changeant n en 
n -|- I ) donne 

, I g _ 2(p+ i) 

^-t-^«- 2(p+i)- (1+5^0; 
En appliquant, successivement, la propriété qu'exprime 
celle égalité an — i, n — 2, etc., on a 

't*" — ^ / — — î 

2(P+i) 



(2p+l) 
2(p+I> 



(2p+l) 



+ 2(p+l) — 



P+I 
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Dans ce développement, le nombre des barres horizontales 

est égal à n, et le dernier élément -i— ' — a été calculé en 

P 
observant que Ton a 

Wjj = o, Wi = r 
et, par suite, 

On peut ainsi, et c'est le point que nous avons voulu 
mettre en lumière, rapprocher, du moins dans des cas par- 
ticuliers, le calcul des irrationnelles du second degré par 
notre méthode du calcul de ces expressions par le dévelop- 
pement en fractions continues ordinaires. 

On trouvera plus loin, dans l'analyse que nous faisons d'un 
mémoire de M. Lan.lry, d'autres considérations sur le calcul 
des irrationnelles du second degré. 



SUR LA SOMME DES SINUS OU COSINUS 

DE TROIS ARCS 
DONT LA SOMME EST UN MULTIPLE DE LA DEMI-CIRCONFÉRENCE 

Par M. G* Fooret» répétiteur à l'École polytechnique. 



I. — Les tangentes trigonomélriques de trois arcs, a, 6, c, 
dont la somme est un multiple quelconque Att, positif ou 
négatif, de la demi-circonférence, vérifient la relation bien 
connue 

tang a + tang h -|- tang c = tang a tang b tang c. (1) 

Si, au lieu de la somme des tangentes,, on considère la 
somme des sînus ou des cosinus des mêmes arcs, on arrive, 
par des transformations d'ailleurs fort simples, à des résul- 
tats qui difierent, suivant le résidu de k par rapport au 
module 4. 

Posons 

A: = 4 wi + r(r == G, T, 2, 3), 

m désignant un entier positif ou négatif. On aura, en don- 
nant successivement à r les quatre valeurs indiquées, les 
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quatre couples de relations suivantes (*) : 

, . , , . , a . h . c 

sm a + sin 6 + sm c = — 4Sin— sm— -sm — 

a h c 

1 + cos a -(- cos 6 + cos c = 4 cos — -cos — cos — 

JL Jê Ji0 

abc 

sin a H- sin b 4- sin c = 4 cos — cos —cos — 
' ' ^222 

I I II . a . 6 . c 

— i+cos a + cos + cos c = 4 sin — sin — sm — 
• ' ' 222 

, . , , . . a , b , c 

sin a + sin 6 + sm c = 4 sm — sm — sm — 
' ' ^222 

abc 
I -f- cos a + <^os 6 + cos c = — 4 cos — cos —cos — 

2 22 

a 6 c 

sin a + sin 6 + sin c = — 4 cos — cos — cos — 
' ' ^222 

^"^^ ) . . !.. . a . b . c 

' — i+cos a + cos 0+ cos c= — 4 sin — sm — sm— 

' ' ^222 

On reconnaît aisément que ces quatre couples de relations, 

bien qu'exigeant chacune un calcul spécial, se déduisent des 

deux formules 

, . , , . . ne— a . rTz—b . ^1:^0 
sina+sino-f-sinc=4sin sm sin 

, . , , , , VK — a ri: — b ri: — c ' 

( — i)'*+cosa+coso+cosc=4cos cos cos* 

• 2 2 2 

lorsqu'on y fait successivement r = o, i, 2, 3. 

II. — Nous allons démontrer les relations (2) d'une ma- 
nière plus directe. Nous ferons usage, dans ce but, de la 
formule d'Euler 

e®» z= cos 6 4" îsin 0, 

dont on déduit immédiatement 

cos 6 = , sin ô = — 



•~> 



21 



(*) Nous laissons au lecteur le soin de les démontrei . 
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Ajoutons membre à membre les relations (2), après avoir 
multiplié les deux membres de la première par i; nous obte- 
nons 

(— O^' + e^^ + eW-f e^» (3) 

= i. (a + a')(P + P')(y + y') - 4 (* - * )(P - P')(r - Y )' 
en posant pour abréger 

rit— o —m+a 

ne— 6 — rit+b . ,.v 

1C— c — ric+c 

Mais le second membre de (3), quels que soient a, p, y, 
tt', p', Y^ est identique à 

En y remplaçant a, p, y, a , g', y par les valeurs (4), on 
obtient 

i i i i 

(— Sric+o+b+fihg- , (T'K-b—c+a)-Y ^^ (rTï— c-a+b)— ^^ (rlt-o— b+c)-r 

Or cette expression se réduit identiquement au premier 
membre de la relation (3), si Ton suppose 

a+6-f-c=ft7t = (4m + ^)'^9 (^) 

et que Ton tienne compte des identités 

Les relations (2) se trouvent ainsi démontrées dans toute 
leur généralité* 

III. — Cherchons si, inversement, en supposant vérifiées 
les relations (2) ou la relation (3) qui leur est équivalente, on 
est en droit d'en conclure 

a -{- b -\- c = kTz, 
k désignant un entier quelconque, positif ou négatif. A cet 
effet, nous pouvons toujours poser, quels que soient a, 6, c, 

a + & 4" c = (4^ + ^)^ 4" ^9 
m et r ayant les significations définies plus haut, et w dési- 
gnant un angle positif inférieur à tu. 
On voit alors facilement que la relation (3) peut se met4,re 
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SOUS la forme très simple 

Le"~5'* — I J [e«» 4. e^» + e^* — ej = G. 
Or la dernière relation se dédouble en 

e^*= I (6) 

et e«*+e** + e" = e^ ^^ . (7) 

De (S) on conclut (0 = 0, puisque w est compris entre zéro 
et t:. On retrouve ainsi la coniition moyennant laquelle 
nous avons démontré les formules (2). Mais nous venons 
de trouver que cette condition n*est pas nécessaire pour 
que ces formulées (2) aient lieu. Il suffit, en effet, qu'à défaut 
de (4) la relation (6) soit vérifiée. 

Cette relation (6) se subdivise d'ailleurs en deux autres 
qui sont (*) 

-cos a -{- cos b -j- cos c = ( — i)** cos -^ 

Je 

m 

sin a + sin b + sin c = ( — i)*" sin — 

Ainsi, contrairement à ce qui a lieu pour la formule (1) 
rappelée au début de cette note, laquelle ne peut être vérifiée 
que par trois angles dont la somme soit un multiple de tu, 
les relations (2) peuvent être vérifiées séparément ou ensemble 
par une infinité de combinaisons de trois angles qui ne rem- 
plissent pas cette condition. 

Remarques. — 1® Des relations (2) divisées nxembre à mem- 

bre, on déduit 

sin a + sin 6 + sin c 

( — i^ + cosa + cos 6 + cos c 

vn — a, r Tz — 6. ri: — c 

= tang tang • tang 



2 2 2 

2® Les relations (2) s'appliquent à des équimultiples quel- 
conques des angles a, 6, c. De 

[*) La détermination des systèmes de valeurs de a, b et c satisfaisant à la 
fois à ces deux équations est un problème d'analyse indéterminée que houjs 
ue résoudrons pas ici, mais qui est évidemment possible. 
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a -j- 6 + c = (4m + r)ir (r = o, 1 , 2, 3) 

on conclut^ en efTet, en désignant par n un nombre entier 
quelconque, 

na -^ nb -^nc^:: {4m' + r)w (r =0,1, 2, 3), 

m' étant un entier. 

Cette simple remarque fournit immédiatement^ entre les 
trois angles d'un triangle, les deux relations très générales 
qui suivent, et dans lesquelles n désigne un entier quel- 
conque, r le résidu de n par rapport au module 4 : 

sin na + sin nb + sin ne 

. rx — 7ia . ne — nb . ri: — ne 

= 4 sin sm sm 

2 2 2 

( — i)** + cos na + cos n6 -j- cos ne 

?'7u — na vt: — nb ?'w — ne 

= 4 cos cos cos 

2 22 

auxquelles on peut joindre 

tang na + tang nb + tang ne = tang na tang n6 tang ne. 

On déduirait immédiatement des dernières formules, en 
y faisant n = i, 2, 3, 4, des relations bien connues que 

I l'on rencontre dans la plupart des traités de trigonométrie. 

# 

I NOTE SUR LA DROITE DE SIMSON 

Par M. IWeill^ professeur de Mathématiques spéciales au C(^iègf» Ghaptal. 

(Suite et fin^ voir page 30.) . 



Théorème XXV. — Soient Ue(D les points où une tangente 
variable à Vhypocycloide rencontre deux tangentes rectangu- 
laires à la courbey se coupant en sur le cercle des neuf points ^ 
on aura 

"DO = '^^'^- 
si CO est tangente en au cercle des neuf points. 

D'après les propriétés connues des hypocycloïdes, il existe 
sur le cercle des neuf points trois points 0, 0', 0\ formant les 
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sommels d'un triangle équilatéral, et où la courbe touche 

le cercle. Soit un de ces points et OD le diamëlre passant 

en ; les arcs OE et OF étant 

l'un moitié de l'autre, 

on a 

OE = EG = ED. 

Abaissons sur le diamètre 

la perpendiculaire EH. 

On aura 

OE^ p 

:- = 2 R; 




OH 

d'oli 

CD^ _ 4QE' 
OD ~ 20H 



= 4R. 



Théorème XXVI. — Réciproquementy si une droite varior 
ble CD intercepte sur droites rectangulaires deux segments OD, 
OC tels que Von ait 

— — = const. = 1, 

la droite CD enveloppe une 4iypocycbide à trois rebroussements. 

Prenons OE = OC et menons' BEA perpendiculaire à CD, 
et GA perpendiculaire sur CD. Comme OB = OC, on a 
OA = OA', donc 

ÂB^ _. 

Menons EE perpendiculaire sur EO. On a 

DEK = — — DEO = 4- — DCO = EDK. 

2 2 

Donc 

KD=: KE = KA; 

ddon 

0D + 2DK=0A 

0D+ 0A=:t20K 

2 

Le point K est donc fixe, et le point E se trouve sur le 
cercle décrit sur OK comme diamètre. Du point H, milieu 
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de OKy avec HO comme rayon, décrivons un cercle, il pas* 
sera par E et coupera BÂ en E et R. Prolongeons HR et 
prenons ST = SR = RH, et S V = SR. 




Désignons par a Tangle OCD = OED 
On a 



= OAB. 



?t 





DOE = -: 3a, 

2 


d'oh 


OHE = TT — 2 DO 


On a aussi 


- 


• 


KEA = a 




KEH = HKE = 2a, 


donc 


HEA = 3a; 


dob 


HRE = 3a, 



= 4a. 



et 
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RHA = 2a, 

TSV = 6a = 3RHA. 

Donc V appartient à une hypocycloïde à trois rebrousse- 
ments ayant, au point Y, AB pour tangente. Le point E 
appartenant au cercle des neuf points correspondant à AB 
considérée comme droite de Simson, il en résulte que EDG 
est aussi droite de Simson, et, par suite, touche la même 
hypocycloïde. c. q. f. d. 

Théorème XXVII. — • Étant donnés un cercle^ un dia- 
mètre, et la tangente à Vextrémiié, la droite qui joint les pro- 
jections d^un point du cercle sur ces deux droites fixesy a pour 
enveloppe une hypocyclo'ide à trois rebroussements. 

Ce théorème n'est qu'un autre énoncé du précédent. 

Théorème XXVIII. — L'enveloppe des axes des para- 
boles oscuhtrices à un cercle donné en un point donné est une 
hypocyclo'ide à trois rebroussements. 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du théorème XXIV. 
On peut aussi le démontrer directement en s'appuyant sur 
le théorème XXVII. 




Soit AB l'axe de la parabole, M un point de la courbe, MA 
la normale; on obtient le point 0, centre de courbure en M, 
d'après une construction connue, en menant la parallèle MD 
à Taxe, la perpendiculaire en A à AM, laquelle rencontre en 
D la parallèle à Taxe, et enfin la perpendiculaire DO à Taxe. 
Ceci posé, prolongeons DA d'une longueur égale à elle-même 
en C, et menons la tangente MB à la parabole, MC passera 
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par le milieu de AB, qui est le foyer. C est un point du 
cercle décrit sur OM comme diamètre. 

Revenant aux données de la question, on voit que le 
cercle décrit sur OM comme diamètre est fixe, ainsi que la 
tangente MB en M, point fixe donné, par lequel doit passer 
la parabole variable ayant pour cercle osculateur donné en 
M le cercle de centre 0. Dès lors, Taxe AB passe par les 
projections du point G sur les deux droites fixes MB, MO; 
donc... 

On peut remarquer que le lieu du foyer est le cercle décrit 
sur ME comme diamètre, E étant le milieu de MO. 

Théorème XXIX. — Soient OA le diamètre d'un cercle, 
OB la tangente à V ex- 
trémité, AB une tan- ^ 
gente variable touchant 
le cercle en C et ren- 
contrant en A et B les 
droites fixes. La para- 
bole qui touche les deux 
droites en ketB a pour 
enveloppe Vhypocydo'i^ 
de à trois rebrousse- ^ 
ment s qui est l'enveloppe 
de la droite joignant les 
pj'ojections de G sur les 
droites fixes. 

Ce théorème est une conséquence du théorème XXVII. 

Théorème XXX. — Étant donné un triangle ABG, et H 
le point de concours des hauteurs : à partir du sommet G, pre- 
nons sur le prolongement de la hauteur une longueur GE = DH 
et par le point E menons une parallèle à AB. En opérant de 
même sur les trois hauteurs, nous formerons un triangle A'B'G' 
homothétique inverse de ABG. 

1^ Les côtés du triangle A'B'G' sont trois fois plus grands 
que ceux de ABC. 

2® Les cercles des neuf points des deux triangles sont concen- 
triques. 
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• 8^'Le centre commun de ces deux cercles est le centre dhornih 
thétte des deux triangles. 

. 4^ Étant donnée ^ne droite de Simson PQ rdative à un point 
M et au triangle ABC, si Q est le point où elle touche son 
enveloppe, la perpendiculaire à PQ au point Q est droite de 
Simson relative au triangle A'B'C et à un point M'. 

5® MM' passe par le point de concours des hauteurs du ti^ 
angle A'B'C', 







Nous laissons aux jeunes lecteurs du journal le soin de 
démontrer ce dernier théorème. Il esta remarquer que la 
quatrième partie du théorème est un cas particulier d'un 
théorème bien connu, savoir, que la dévoloppée d'une hypo- 
cytîloïde est une hypocycloïde semblable. 
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3=s: 



QUESTION 23 

Solution par M. Lion Clément, élèfe en Mathématiques spéciales 

an Lyeée de Rouen. 



On considère vne ellipse E rapportée à ses axes 



a» ^ b« 



I =0 



et un diamètre quelconque PP'. Par les extrémités P, P' de ce 
diamètre et par les foyers de Vellipse donnée^ on fait passer une 
hypei*bole équilatère H, qui irencontre E en deux points dia- 
métralement opposés Q, Q'. Ceci poséy aux points P, Q on mène 
les tangentes à B; ces droites se rencontrent en un point I : 




^® Trouver le lieu de ce point quand PP' tourne autour du cen- 
tre de E. Ce lieu est le cercle circomcrit au rectangle construit 
sur les axes. 

2° Au point I, on abaisse dés perfcndiculaires sur les asymp- 
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totes de H : trouver le lieu de ces projections. Ce lieu est la po- 
dagre du centre de Fellipse E. 

3^ On demande de vérifier ces deux résultats par des consi- 
dérations géométriques, en établissant d'abord le théorème élé- 
mentaire suivant : on considère un triangle ABC, et sur la base 
BG, deux points D et D' également éloignés du milieu de BG. 
Soit D" le symétrique de D par rapport au point A. La droite 
D'D" rencontre AG en un point M; la droite qui va de D' au mi- 
lieu de MG est parallèle à AB. (G. L.) 

1.. — Soient x^y^ les coordonnées du point I. La polaire 
PQ de ce point a pour équation 

a* ~ b* 
Uéquation de P'Q symétrique de PQ par rapport au cen- 
tre est 

« 
L'équation générale des coniques passant par les points 

d'inlersection des droites PQ, PQ' et de l'ellipse est 

Exprimons que c'est une hyperbole équilatère ; 

ir^ a' ^ b* ^ 6' °' 
d'ovi 

a* + 6' 
Exprimons en outre qu'elle passe par les foyers F, F' de 
l'ellipse : 

Al ; I ) H 1=0, 

\ a* ) ^ a*^ ' 

6« _ c^x\ — a' 

a* a* 

d'où 

a*6'X = c^Xo — a*. 

En égalant les deux valeurs de a*6*X on a l'équation qui 

lie a?o et j/o ; 
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ou (a* — 6») ccj — a*{a* + 6«) + 6«x? + a*yl = o. 

o^ + yJ = «•+*•• 

Le lieu du point I est doac le cercle ci-rconscrit au rec- 
tangle conslruit sur les axes. 

2. — L'équation des asymptotes des coniques représentées 
par réquat|^n (1) est 

OU, en multipliant par a*6' , 

^b.X + -M.) X* + 2x,y,xy + («'X + -f^) y. = o. 

Remplaçons X par 

c*Xq — a* 

Le coefficient de as" devient égal à 

^i — X5 — a, 

et en tenant compte de la relation ccj + t/î = û* + ^% 1® 
coefficient de x* est 6* — yl. 

Donc réquation des asymptotes de l'hyperbole équilatère 
H est 

(a* — x) t/* + 2XoyoOoy + (6« — j/o*)^»' = o, 

et par conséquent l'équation aux coefficients angulaires des 
asymptotes est 

(a» — xl) a» + 2070 t/o* + t^ — !/o = o. 
Or, comme on le sait, cette équation donne aussi les 
coefficients angulaires. des tangentes menées du point XoJ/o^ 
l'ellipse; donc ces tangentes sont parallèles aux asymptotes 
de H, et par suite le lieu des projections du point I sur les 
asymptotes est évidemment la podaire du centre de Tellipse. 

3. — > Avant de traiter la question géométriquement, 
démontrons d'abord le théorème élémentaire énoncé. Soit H 
milieu de BG, et K le milieu de MG (fig. 2). 
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T> H 



La droite AH est évidemment parallèle à D'D\ Par suite 
les deux triangles GMD\ CAH sont semblables et donnent 

CM _ CD' 

CA ■" CH • 
Divisons par 2 les 
deux membres de cette 
égalité, nous aurons 
CK _ CD' 

CA ~êBir' 
Ce qui prouve que D'K 
est parallèle à BA: 

G. Q. F. D. 

Remarquons que si 
l'angle BAC est droit, la droite D'K est perpendiculaire au 
milieu de MC, et par suite elle se confond avec la bissectrice 
de rangle MD'C. 

Ceci posé, revenons à la question. Menons PP (fig. 1), 
Soient A et B les points d'intersection de cette droite avec 
les asymptotes. Les points P et F sont également éloignés 
du milieu de AB: car on sait que PA = FB. Joignons le 
point F', symétrique de F par rapport au point 0, au point 
P. La tangente IP à Tellipse est bissectrice de l'angle APF'; 
et comme Tangle AOB est droit, la droite IP est, d'après la 
remarque précédente, parallèle à OB. On démontrerait de 
même que la tangente IQ est parallèle à OA. Les tangentes 
considérées étant respectivement parallèles aux asymptotes 
de l'hyperbole équilatère H, on reconnaît de suite les deux 
théorèmes à démontrer. 



VARIETES 



Nous publions, à Tusage de nos lecteurs, le texte même 
de Newton sur la méthode d'approximation qui porte le nom 
de cet illustre géomètre. 

On lit (page 10 du premier volume des Opuscules, édi- 
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tion de 1774, publiée à Lausanne et à Genève, par Jean Gas- 
tillion, chez Marc-Michel Bousquet et G**) : 

NUMERALIS JIQUATIONUM AFFECTARUM RESOLUTIO 

Quia iota diffîcultas in resolutione latet, modum quo ego 
utor in -ïlquatione Numerali primhm illustrabo. 

Sit y' — 2t/ — 5 == o, resolvenda ; et sit 2, numerus qui 
minus quam decimâ sui parte diifert à Radice quœsitâ. Tum 
pono 2 -|- P = î/> ®t substituo hune ipsi valorem in ^qua- 
tionem, et inde nova prodit 

p' + 6p' 4" lop — 1=0 
cujus radix p exquirenda est, ut Quotienti addatur. Nempe 
(neglectis p' -f- 6p' 06 parvitatem) 106 — i =0, sivep = o, i , 
prope veritatem est; itaque scribo o,i in Quotiente, et sup- 
ponoo,i + ?=P> ®* hune ejus valorem, ut prius substi- 
tuo, unde prodit 

?' + 6,3g' + ii>23gf + 0,061 =0 

et cum 1 1,235^ + 0,061 = o veritati prope accédât, sive fere 
sit q œqualis — 0,0054 (dividende nempe donec tôt elician- 
lur figura© quot locis primae figurée hujus et principalis Quo- 
tientis exclusive distant) scribo — 0,0054 in inferiori parte 
Quotientis, cum negativa sit. 

Et supponens — o,oo54 + r = g, hune ut prius substituo, 
et operationem sic produco quousque placuerit. Verùm si 
ad bis tôt figuras lanlUm quot in Quotiente jam reperiuntur 
unâ demptâ, operam continuare cupiam, pro q substituo 
— 0,0054 + ^ iû hanc 6,3ç' + ii>23g + 0,061, scilicet pri- 
mo ejus Termine (g') propter exilitatem suam neglecto, et 
prodit 

6,3 . r' + I i,i6i96r 4" 0,000541708 = o 

fere, sive (rejecto 6,3r*) 

— 0,000541708 

r = ^ / = — 0,00004853 

11,16196 ^ 

fere, quam scribo in negativa parte Quotientis. Denique ne- 

gativam parlem Quotientis ab aflfirmativa subducens habeo 

2,09455147 Quotientem quœsituîn. 



1 
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^quationes plurium dimensionum nihilo secius resolvun- 
tur, et operam sub fine, ut hic factam fuit, levabis, si pri- 
mes ejus Termines gradatim oniiseris. 

Prœterea notandum est quôd in hoc exemple, si dubi- 
tarem an o,i = p veritati satis accederet, pro lop — i = o, 
finxissem 

6p* -f~ ïop — 1=0 

et ejus radicis primam Figuram in Quotiénte scripsissem; 
et secundam vel iertiam Quotientis Figuram sic explorâre 
cohvenit, ubi in -^quationë ista ullitnô résultante quadra- 
tum coefficienlis penullirai Termini, non sit decies majus 
quam factus ex ultimo termine ducto in coefficientem Ter- 
mini anlepenullimi. 

Imo laborem plerumque minus, praesertim in ^quationi- 
bus plurimarura dimensionum, si Figuras omnes Quotientis 
addendas dicto modo (hoc est extrahendo minorem Radicum, 
ex tribus ultimis Terminis ^quationis novissime resultanlis) 
exquiras : isto enim modo Figuras duplo plures qualibet vice 
Quotienti lucraberis. 

Haec methodus resolvendi -ffiquationes pervulgata an sit 
nescio, certe mihi videtur prae reliquis siraplex, et usui 
accommodata. Demonstratio ejus ex ipso modo operandi 
patet, undè cum opus sit, in memoriam facile revocatur. 



A la page 37 du môme volume, Newton reproduit le même 
procédé en Tabrégeant, et reproduit aussi le diagramme sui- 
vant qui accompagne le premier texte. 

Nous donnons ici ce diagramme : 
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î/3 — 2.y — 5 = 



-f- 2,10000000 
— 0,00544853 

+ 2,09455147 = y 



^ -{- P = y 



— 21/ 

— 5 



+ 8 + I2P + 6p» + p» 

— 4— 2p 

— 5 



Summa 



— I + lop -h 6/>* + P^ 



0,1 + 9 



P' 

4- lop 
— I 



0,001 +o,o3g +o,3g* + g» 
+ 0,06 +i>2 +6,0 
+ I +10 
— I 



Summa 



0,061 +11,239 +6,3Q' + g3 



— o,oo54 + r = ç 



+ 6,3q> 

-f II, 23^ 

4-0,61 



4- 0,000183708 •— o,o68o4r + 6,3r* 
— 0,060642 -h 11,23 
+ 0,06 1 



Samma 



+ 0,000541708 + iijiôigôr + 6,3f* 



On voit donc que, dès Torigine, la méthode de Newton 
consiste, en désignant par a une valeur approchée de la 

racine, à poser : 

x = a-\-y 

puis dans Téquation transformée : 

/lo + î/) = o 
Béo-liger toutes les puissances de Tinconnue y au delà de la 
première; ce qui réduit Téquation à : f(a) + y f{a) = o, et 
donne pour la formule de correction : 

[z = - f{d) : fia)] ■ 
Gesi donc à ces quelques mots bien simple que se réduit 
réxposé historique de la méthode d'approximation de 

Newton. 

La discussion qui suit Texposé historique a été faite trop 
souvent déjà; et nous pouvons nous dispenser de la repro- 



duire ici. 



E. V. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



104- — Une surface du second degré a un centre donné, 
et passe par un cercle donné. Lieu de ses sommets. On dis- 
tinguera les points du lieu suivant la nature de la surface 
dont ils sont les sommets. (E. Amigues.) 

105- — Lieu du centre d'une surface de second ordre 
qui passe par une ellipse donnée et par deux points symé- 
triques par rapport au plan de cette ellipse. Le lieu cherché 
est une surface que Ton décomposera en régions dont les 
points soient des centres de surfaces de même genre. 

(E. Amigues,) 
108. — Si A et A' sont deux polynômes de degré n à 
coefficients réels, et si B et B' sont deux polynômes de degré 
moindre que 2n, on ne peut avoir l'identité 

A» + B = A» + B' 
sans avoir les deux suivantes: 

A = A', 

B = B'. (E. Amigues.) 

107. — On sait que le lieu du centre d'une hyperbole équi- 
latère inscrite à un triangle est un cercle; faire voir que 
ce cercle est conjugué par rapport au triangle. 

(E. Amigues.) 

108. — On donne un triangle rectangle et isoscèle, et on 
lui circonscrit un cercle et une hyperbole équilatère va- 
riable. Ces deux Courbes ont alors en commun trois points 
fixes et un point variable. Par ce dernier, on mène la tan- 
gente au cercle. Lieu du point d'intersection de cette tan- 
gente avec les parallèles menées par le sommet de l'angle 
droit aux asymptotes de l'hyperbole correspondante. 

(E. Amigues.) 

109. — Condition pour que les équations de quatre droites 
représentent des génératrices d'un hyperboloïde, 

(E. Lemoine.) 
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i.10. — Condition pour que les équations de trois 
droites représentent des génératrices d'un paraboloïde. 

(E, Lemoine.) 

111. — Les points de contact des tangentes menées à 
une développante de cercle par un point quelconque de son 
plan, appartiennent à un limaçon de Pascal, (G, Fouret,) 

112. — On considère un triangle rectangle ABC inscrit dans 
une parabole, et dont Thypoténuse est une normale de la 
courbe; trouver le lieu décrit par le centre du cercle inscrit 
à ce triangle. (G, L.) 

113. — On donne un point fixe 0, et deux autres points : 

Tun A fixe, et l'autre B mobile mais restant à une distance 

invariable du point 0; on demande le lieu des sommets et 

<^es foyers des ellipses qui ont pour centre commun le point 

0, et sont telles en outre que A et B soient les extrémités 

de deux diamètres conjugés. {E. V.) 

1^4. — Parmi toutes les coniques circonscrites à un 
môme triangle ABC, on considère seulement la série de 
celles pour chacune desquelles les normales en A, B, C, 
sont concourantes, et Ton demande le lieu du point de con- 
cours. (E. V.) 

115. — Construire la courbe représentée par Tcquation : 

^* + î/* — 20?* — 23» + I = o. (E. V.) 

116. — Construire la podaire de l'origine relativement 
à la courbe que représente l'équation : 

cc8 ^yi — a' = o, (E. V.) 

117. — Étudier les formes successives de la courbe re- 
présentée par réquation : 

cc^ + y^ — ^axy -|- X = o. 
quand on fait varier X. (E. V.) 

118. — Trouver la relation qui existe entre trois dérivées 
successives d'ordre quelconque de la fonction 

{x^ — i)»»; 
montrer qu'il ne peut exister de relation entre deux dérivées 
successives; la dérivée d'ordre p est exactement divisible par 
la dérivée d'ordre 2/1. — p. Soit f (x) une des dérivées de 
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(x* — i)"; /*(a?) et /*(a?) étant les dérivées première et seconde 
de f{x), la relation qu'il s'agit de trouver aura la forme 

A/"(a;) + Bna) + Cnx) = o; 
chercher s'il existe d'autres fonctions entières du mémo degré 
vérifiant la même identité. (L. Lévy.) 

119. — Soient Oa;, Oy deux droites, P un plan perpendi- 
culaire à Ox au point 0. Dans le plan P^ on mène une droite 
ON, et dans le plan NOj/ une droite OM telle que 

sin MON 

zr^ — = K; 

sin JsOy 

trouver le lieu géométrique de la droite OM lorsque la droite 

ON tourne autour du point dans le plan P. 

(L. Lévy.) 

120. — Discuter la surface représentée par l'équation 
a»* — j^* -|_ jjji »|_ 4 xy^z — 2x'3* -f- 2a^ (y^ -}" ^^^) 

— 4a {x^ + ^*) 2/ — û* = o. 

(E. Catalan.) 



ERRATUM 



Dans la question 89, publiée au numéro de janvier, au 
lieu de : «le lieu décrit est une courbe du dixième degré », 
il faut dire : « est une courbe du douzième degré t). On peut 
ajouter qu'elle se décompose en deux courbes du sixième 
degré. (G. L) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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SUR UN MEMOffiE (*) DE M. LANDRY 

Par M. G. de liongehainps* 



L'article que nous avons publié récemment (**) sur le 
problème de Pell, nous a procuré la communication d'un 
mémoire de M. Landry, mémoire que nous avons lu avec 
le plus grand intérêt, qui touche par un point au problème 

de Pell, et qui nous parait renfermer plusieurs points 

dignes de fixer Tattention. 

1. — Le point de départ du mémoire que nous voulons 

analyser est le développement de /A en fraction continue, ce 
mot étant pris danff son sens général (***). 
En posant 

A = a* + r, {r< 2a) 

et en remarquant que 

y/A = a;-f- v^A — a, 
on a * -1. »-. 

V A + a 
ou, enfin, 

v/A = a -| i — p=r. 

a + y/A 

De cette égalité, on déduit 

v/A = a H - 

2a -j ^ 



2a + 



2a 4" . 



(*] Cinquième mémoire sur la théorie des nombres y par M. F. Landry t licencié 
es sciences mathématiques. Librairie Hachette, juillet 1856. 

(•*) Journal de Mathématiques élémentaires (1884, p. 15). 

(♦♦*) V. Traité d'algèbre, jiSiT H. Laurent, p. 341. 
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Ce développement sert de base au mémoire qui nous 
occupe. 

2. — On sait (*) que si une fraction continue f est de la 
forme 

f = a. + j 



*.+ -^ 



6.+ . 



les réduites sont 

TT _ ^0 TT Qq^I + gj TT — . ^iC^O^i + <*l) + ^t^9 

Up — -, Ui — T ^ '-'i — h h \l ^ >•'• 

I D, 6,0i + o. 

Posant 

on a 



Un = 



X 



n 



Y • 

On sait aussi qu'en faisant 

on a 

Zn = — anZn^i. 

De ces relations on peut déduire le théorème suivant, 
donné par M. Landry, et qui Ta conduit à une solution de 
l'équation indéterminée 

AD* — At/* = + r**. 

3. Théorème. — Si Von considère deux réduiles consécu^ 

tives — r, -^ delà fraction continue î^ona 
m p 

p« _ Ap'« = — r(m» - Am'*). 
Nous nous proposons d'établir ce théorème remarquable 
par une voie différente de celles que M. Landry a employées; 
mais cette démonstration repose sur une relation impor- 
tante entre deux réduites consécutives^ et que nous établi- 
rons d'ôborJ. 



(*) y. Alg, Laurent {Loc, cit,). 
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4. Théorôme. — Dans la fraction continue î, deux réduites 

consécutives Un, Ud_i vérifient constamment la relation 

a -f. Un_i ^ ^ 

On a, en effet, par la définition de Un» 

r 



Un=0 + 



20+ ^ 

2a 4" 



-f 2a+-^; 
2a 

la lettre r, qui entre dans celte expression, y figurant n fois. 

Celte égalité donne 

r 



ou 



2a+ r 




2a + 

• 
• 






• 

+ '"+ 2a' 

1 


r , r 




Un — o ' ' 2a -f 

• 






• 

+ 2a + — .. 
2a 



Retraochant a aux deux membres, nous aurons 

r , r 

T— a=a+ 



Un — a ' 2a + 



2a -| . 

2a 

Cans le second membre, la lettre r figure (n — i) fois. 
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Nous pouvons donc écrire 

r 

Un — a 
Celle égalité, en tenant compté de la formule 

A = a* + ^» 
est la relation (1), que nous voulions établir. 

5. Récurrence des termes de deux réduites 
consécutives. — La relation (1) peut s'écrire 

Xn AYn-i -f- àXn-i 

Yfi oY„_i -f- Xn— 1 

Cette forniule conduit à soupçonner la loi qui lie les fonc- 
tions Xn, Yn, aux termes X„_i, Y„_i, de la réduite précédente. 
Nous allons montrer que Ton a conslamment 

Xn = AYn_i +«X„_i, 

Yn = oYn— 1 4" Xn— 1 . . 

Nous supposons pourtant que les réduites sont calculées 
par le procédé arithmétique ordinaire, celui qui est naturel- 
lement indiqué par les formes : 

—, a + — -, a + 



> • • • 

I 2a ' , r 

20 

et, sous cette réserve formelle, que les fractions obtenues: 

Xq Xj^ X, . 

iO ^1 ^2 

n'ont pas été simplifiées ^ s'il arrive qu'elles soient susceptibles 
de l'être. C'est dans ces conditions que les fonctions 
Xn, Yn sont bien déterminées; Xn désignant le numérateur, 
et Yn le dehominateur, de la réduite Un, réduite calculée 
comme nous venons de le dire» 
Les premières réduites : 

a 2a' + r 4a' + ^a?' 
I 2a- 4a' + r 

donnent, d' après la définition précédente, 

Xp = a, X4 = 2a« + r, X, = 4a» -f 3ar, • . . 
Yo = I, Y4 = 2a, Y, = 4a« -f r, ... 

cl Ton vérifie, immédiatement, que Ton a 
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Xi = AYo + aXoj ou 2aj -(- r = (a* +• t^) i 4" ^*î - 
Y- = uYq + Xo> ou 2a = a. I 4- a. 

De même, 
X, = ATi + aXi, ou 4a' + ^^^ = isa (a* + r) + « (2a* + )•; 

Yj = aYi-fr Xi, ou 4a» + r = 2a* + (2a» + r). 
Ainsi la loi se yérifie pour les premières fonctions X, Y ; il 
est aisé de Tôijr que cette loi est générale et qu'elle s'applique 
aux fonction^ Xn-, Y» quel que soitn. 
Supposons, en efTet, que nous ayons 

X„^i = AY„_2 -j- aXn-« , . .... ({) 

Y^i=aY_2+X„-2; (2) ; 

et proposons- nous de montrer que cette loi subsiste pour 

les fonctions X„, Y». 

Nous avons d'abord, par les formules connues, rappelées 

plus haut, 

X« = 2aX,i_i -{- rX„_2, } '.. 

D'autre part, les égalités (1) et (2) donnent: 

X^i — aY„_i = rY„_2, 

«Xn_i— AYn-i= — rXrt_2. 

Substituons les valeurs de rYn^29 rXn-.2 dans les for- 
mules (A), et nous obtenons les résultats suivants: 

Xn=aX,.J-f.AYn_i, 1 : 

Y„=aY„_i+X^i. 1 ^^^ 

Les formules de récurrence que nous avions soupçonnées 
sont donc démontrées. 

6- — Par exemple, dans Tun des cas numériques, exa- 
minés par M. Landry, dans le mémoire cité, celui où l'ôa 
considère le développement de v/3i, on a 

/T- Cl 6 /A=3i 

10 + \ r = 6 



• • 



ainsi qu'il résulte de l'égalité 

.3i = 5» + d. 



> 
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Les réduites sont, dans cet exemple. 



X. 5 


Xi 


56 


X, 590 


X, 6336 


Yo - 1' 


Yi ~ 


lo' 


Y. 106 ' 


Y, I I 20 



Chacune de ces réduites peut se calculer au moyen de la 
réduite précédente et Ton a bien, conformément à la loi 
que nous avons établie, 

56 = 5 X 5 + 3i X 1 10 = 5 X I + 5 

590 = 5 X 56 4- 3i X 10 106 = 5 X 10 + 56 
II 236 = 5 x590-|-3i X 106 1120 = 5 X 106 + 590 

Le point sur lequel nous venons de nous arrêter a pour 
but de montrer la liaison très simple qui unit les éléments 
Xn, Yn, aux éléments analogues et immédiatement précé- 
dents X«_i, Y,^_i. Il est le seul qui nous soit personnel dans 
la présente note, laquelle, comme nous l'avons dit plus haut, 
a surtout pour but de montrer comment M. Landry est 
arrivé à la résolution de Téquation de Pell et, aussi, à celle 
d'une équation plus générale. Mais ce point nous a paru 
avoir quelque intérêt parce qu'il est, ordinairement, très 
difficile de trouver une relation de récurrence simple entre 
les fonctions X», Y„, et les fonctions voisines X«_i , Y„_i . Cette 
relation est plus puissante que la relation ordinaire entre 
Xn, Y„; Xn_i, Yn-i; Xn-.2> Y„_2; ©lie permet de reconnaître 
rapidement les propriétés des nombres récurrents X„, Y„. 

(A suivre.) 



CONSTRUCTION 

DU CENTRE DE L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE 

PASSANT PAR LES PIEDS DES NORMALES 
MENÉES A UNE CONIQUE A CENTRE, PAR UN POINT DONNÉ 

Par M. IViewengflowski, professeur au Lycée Louis-le-Grand. 



Supposons d'abord que la conique donnée (C) soit une 
hyperbole. On sait, d'une manière générale, que l'hyperbole 
équilatère (E) passant par les pieds des normales à une conique 
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issues d'un point P, ne change pas, quand on remplace la 
conique par une autre, homothétique à la première, el ayant 
même centre. On 
peut donc rem- 
placer rhyper- 
bole donnée par 
le système de ses 
deux asymptotes ; 
par conséquent, 
les pieds K, L des 
perpendiculaires 
abaissées du point 
P sur les asymp- 
totes de l'hyperbole donnée sont deux points de l'hyper- 
bole équilatëre (E). Je dis que le centre cherché est au 
point I, milieu de EL. Il suffit de prouver que PK et PL sont 
deux cordes supplémentaires de Thyperbole (E). Pour cela, 
remarquons que si Ton mène par le point P des droites P6, 
PH, parallèles aux axes de l'hyperbole (C), on forme un 
faisceau harmonique (P, 6HEL) composé de ces deux paral- 
lèles et des perpendiculaires aux asymptotes, puisque les 
rayons de ce faisceau sont respectivement perpendiculaires 
à ceux du faisceau 
formé par les axes 
et les asymptotes de 
l'hyperbole (G). 

Cette construction 
est bien connue. La 
suivante, relative au 
cas de Tellipse, Test 
peut-être moins. 

Supposons que la 
conique (C) soit une 
ellipse. Soient CC, DD' les diagonales du rectangle construit 
sur les deux axes AA', BB' de l'ellipse. Je mène par le point 
P la droite PK perpendiculaire à CC et je prends son inter- 
section avec Vautre diagonale DD' ; de même L est l'inter- 
section de GG avec la perpendiculaire abaissée de P sur DD\ 



t 


^ 


s 


H 

C 






yi 


< 






y 7 


\ 




À 


y^ 


^ 


A 


c 




^' 


J 


>' 
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Je dis que le milieu I de KL est encore le centre de l'hyper- 
bole équilatère (É) relative à l'ellipse donnée. En effet, on voit 
d'abord, comme dans le cas précédent, que PK et PL sont 
deux cordes supplémentaires de l'hyperbole (E), car le fais- 
ceau (0, ABGD) étant harmonique, il en est de même du 
faisceau (P, GHKL) formé par les perpendiculaires PK, PL 
et par les parallèles aux axes : PG, PH. Il n'y a donc plus 
qu'à prouver que K et L sont des points de l'hyperbole (E). 
Or il y a une ellipse homothétique à la proposée, ayant 
même centre, et passant par le point K. Dans cette ellipse, 
les droites CC, DD' sont conjuguées, puisqu'elles donnent les 
directions des diamètres conjugués égaux; donc la tangente 
en K est parallèle à GC, et par suite K est le pied d'une 
normale à cette ellipse, menée par le point P. Or l'hyperbole 
(E) est à la même place que pour l'ellipse (G), donc (E) 
jpasse par K, et aussi par L pour la même raison. La pro- 
jposition est donc établie. Ces résultats sont faciles à vérifier 
par le calcul. 



"BP 



; SUR LE LIMAÇON DE PASCAL 

Par M< Vadamard, élève en Mathématiques spéciales, 
au Lycée Louis-le-Grand. 



Le limaçon de Pascal est anallagmatique (c'esi-à-dire que 
l'on peut trouver une transformation par rayons vecteurs 
réciproques dans laquelle il soit son propre homologue). — 
La propriété devient illusoire lorsque le limaçon se réduit à 
une épicycloïde. 

Soit le limaçon défini par le cercle 0, le point A de ce cercle 
et la longueur a. Par le point A faisons passer un cercle 0' tan- 
gent au premier, et dont nous déterminerons ultérieurement 
}e rajon. Imaginons qu'un cercle, ayjant son centre en un 
point variable M du. cercle 0, se déplace de façon à couper 
toujours orthogonalement le cercle 0\ Considérons l'enve- 
loppe d'uji tel cercle. 
. jPpur cela soient deux positions M et M^ de ce cercle* 
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Puisque le point 0' a même puissance par rapport aux cercles 
M et M^, leur corde commune sera la perpendiculaire abaissée 
du point 0' sur la ligne qui joint leurs centres. Si alors on 
suppose que, le cercle M restant fixe, le cercle M^ tend à se 




confondre avec lui, on voit à la limite que les points de con 
tact du cercle M avec son enveloppe seront ses deux points 
P et P' d'intersection avec la perpendiculaire abaissée du point 
0' sur les tangentes menées par le point M au cercle 0; de sorte 
que l'enveloppe en question sera le lieu des points P et P'. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 1884 4. 
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Or ce lieu est une courbe anallagmatique ; car Ton a con- 
stamment O'P' X O'P' = O'A^; et nous allons établir que c'est 
un limaçon de Pascal. 

Pour cela joignons AP qui coupe en I et le cercle 0' en 
K; AP' qui coupe le cercle en T et le cercle 0' en K'. Les 
points P et P' étant réciproques par rapport au cercle 
0', la droite KK' est perpendiculaire au diamètre OPF, et 
par suite IF est perpendiculaire à OM. Dès lors l'angle de 
MP et de MI est égal à Tangle des demi-droites symétriques 
de celles-là par rapport à OM, qui sont Ml' et le prolongement 
de MP^ Donc les angles PMI, P'MI' sont supplémentaires. 

Mais dans le cercle 0, les angles MIP, MIT' sont égaux 
ou supplémentaires. Or ils ne peuvent être supplémentaires, 
sans quoi la somme des angles des deux triangles serait supé- 
rieure^ à 4 droits. Ils sont donc égaux. 

D'ailleurs, on a MP = MP' et MI = MF et, par suite, la 
construction ordinaire d'un triangle dans lequel on connaît 
deux côtés, et l'angle opposé à l'un d'eux montre que les 
angles IPM, IT'M sont égaux ou supplémentaires. 

Or, pour la même raison que plus haut, ils ne peuvent 
être supplémentaires; ils sont donc aussi égaux. Il en résulte 
l'égalité des triangles MIP, Ml'P' et par suite celle de leurs 
angles en M. Ces angles, étant à la fois égaux et supplé- 
mentaires, sont donc droits. 

Dès lors, si N désigne le point diamétralement opposé au 
point M et que nous joignions AN, les triangles MIP, ANM- 

MP 

sont semblables et donnent IP = MN . • ,, . 

MA 



Or MP = v/MA . MM', M' étant le point d'intersection de 
la droite MA avec le cercle 0'. Donc 

MP i/MM' i/"Ôa 



_ i/ MM' _ if 00' 
"" F MA "" r OA 



MA r MA r OA 

D'où 

IP = 2v/0A . 00' = const. 

L'enveloppe du cercle M est donc un limaçon de Pascal. 
D'ailleurs, on peut disposer du rayon O'A de façon à ce que 
ce limaçon coïncide avec le limaçon donné; il suffira de 
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prendre 00' troisième proportionnelle entre 00^ et — . Si donc 

on détermine le point O'par cette construction, ce point sera 
le pôle d'une transformation par rayons vecteurs réciproques 
dans laquelle le limaçon se correspondra à lui-même. 



NOTE SUR UN THEOREME DE JOACHIMSTHAL 



Nous avons remarqué dans le Traité de Géométrie de 
MM. E. Rouché et G. de Gomberousse (5™« édition, page 448, 
2me partie) Ténoncé d'un théorème remarquable sur les nor- 
males aux coniques. 

Nous croyons que cette proposition n'est pas très connue, 
et nous espérons que nos lecteurs nous sauront gré d'indi- 
guer un moyen de rétablir. Le théorème s*énonce ainsi : 

Si d'un sommet A d'une ellipse 

a» ^ b« ' 

on abaisse des perpendiculaires sur les quatre normales qu'on peut 
mener d'un point P (a, p) à cette conique, les quatre points (tels 
que Qj où ces perpendiculaires rencontrent de nouveau la courbe 
appartiennent à un même cercle. 

Voici comment on pourrait établir ce théorème: 
Soit PM une des quatre normales issues de P (*); si M est 
son point d'incidence et que cp désigne Tangle d'anomalie cor- 
respondant à ce point, de sorte que a cos <p et 6 sin cp soient 
respectivement Tabscisse et Tordonnée *de M, Téquation qui 
fournit les valeurs de cp relatives aux pieds des quatre nor- 
males issues de P est, comme on sait : 

aa sin 9 — bÇ» cos ç = (a'* — 6*) sin (p cos 9 
que Ton peut mettre sous la forme suivante : 
(a* — 6*)" sin^ 2cp = 2 (a«a' + 6*^*) — 2 (a^a» — 6*p«) cos 2cp 

— 4a6ap sin 2cp 
Or il est facile de voir que l'angle 29 est l'anomalie du 



(*) Le lecteur est prié de faire la flgure. 
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point Q; car Â.Q étant parallèle à la tangente à l'ellipse au 
point M, si Ton se reporte aux propriétés projectives du 
cercle décrit sur 2a comme diamètre, les arcs d'ellipse AM 
et AQ sont les projections de deux arcs de cercle dont l'un 
est la moitié de Taulre, et qui ont respectivement pour me- 
sure les angles d'anomalie de M et de Q. 
Si donc on pose, dans Téquation précédente, 

X = a cos 2f , y ^= b sin 2<p, 
elle deviendra 

o et 

et s'appliquera, par conséquent, aux coordonnées des quatre 
points Q. Ces points sont donc à la r'encontre de l'ellipse pro- 
posée avec le lieu que représente l'équation précédente, si 
l'on y regarde x et y comme des coordonnées courantes. 

Mais on a identiquement entre les coordonnées d'un point 
de l'ellipse la relation 

Si donc on multiplie cette relation par a* — 6*, et qu'on 
en retranche la première, l'équation résultante s'appliquera 
encore aux coordonnées des points tels que Q et représen- 
tera, par conséquent, un lieu passant par ces points. Il vient 
ainsi 

(a* — 6») (x* + J/' — a«) — 2 (o*a2 — 6«p«) — — ^m^y 

a 

+ 2 (aV + 6«p») = o, 
équation qui représente bien un cercle. 

Silonposea = a ^,^. ^ ^.p, , et p = & ^^^, _^ ^^^^ , 

cette équation prend la forme remarquable : 



œ* 



d'où l'on déduit immédiatement un deuxième théorème. 
Observons, en effet, que a et p' sont les coordonnées du 
point S ou la perpendiculaire abaissée de A sur OP ren- 
contre de nouveau la courbe ; pour le vérifier, il suffit de 
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combiner les deux équations 

px — at/ = G el a(a; — a) + fî/ = o> 
en y supprimant les solutions x = a et y = o. 

olcc s'y 

Or — p H — ^~-- — I = G est réquation de la tangente 

à l'ellipse en ce point S(a p') ; par conséquent : 

Si on abaisse d*v/rt sommet A de J* ellipse une perpendiculaire 
sur le diamètre OP, perpendiculaire qui rencontre de nouveau 
la courbe en un point S, la tangente à la conique en S est la 
corde commune au cercle des points Q et à la circonférence 
x« -f y» = a*. 

Joachimsthal conclut de là une solution élégante du pro- 
blème suivant : 

Abaisser d'un point P des normales sûr une ellipse supposée 
tracée. 

Si Ton mène de A la perpendiculaire AS sur le diamètre 
OP, et qu'on détermine les intersections K et K' de la tan- 
gente en S avec le cercle décrit sur le grand axe comme 
diamètre, il suffira ensuite de mener une circonférence 
passant en K et K' et ayant son centre sur la droite 

2aap 

y— a' — b^' 

parallèle au grand axe et facile à construire ; cette cir- 
conférence coupera la courbe aux quatre points désignés 
par la lettre Q, et les perpendiculaires abaissées du point P 
sur les quatre droites AQ seront les quatre normales cher- 
chées. 

Le même procédé de calcul s'applique sans modifications 
à rhyperbole ; il suffit de déterminer les coordonnées d'un 
point de la courbe par les formules 

a 

X = , y = b tanff CD. 

cos <p ^ ^ ^ 



Le théorème de Joachimsthal était proposé comme question 
d'examen par Abel Transon, pendant qu'il était examinateur 
d'admission à l'École polytechnique ; c'est pour répondre à 
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cette question que j'indiquais et que j'indique encore à mes 
élèves la solution suivante ; 

Désignons par (à, f) les coordonnées relativement aux axes 
de Tellipse du point S d'où partent les quatre normales; 
puis transportons l'origine au sommet de droite ; l'équation 
de l'ellipse devient 

a* "^ 6« "*" a 
ei l'équation du faisceau des quatre projetantes sera 

(aa? + p!/)'(&*^' + o'î/*) — c^^^y^ = o. 
Le système de ces deux équations peut être remplacé par 

le suivant: 

c^x^y* + 2a6*a; a»x* + ^^pocy ^ {b^x^ j- 2ab^x) = o 

Supprimons dans la dernière équation le facteur x*, ce qui 
revient à supprimer, dans l'intersection, quatre fois le som- 
met de l'ellipse, les quatre points restants seront sur la 
conique : 

r b^&^ 1 

c*î/' + 2a&' oL^cc + 20ipy ^ (o; + 2a) = o (u) 

qui a les mêmes directions principales que l'ellipse : donc 
les quatre points d'intersection avec l'ellipse sont sur une 
même circonférence. 

On peut même remarquer que cette conique est une para- 
bole ; ce qai ramène à la méthode classique : intersection 

d'un cercle et d'une parabole. 

E. V. 



QUESTION 51 

Sfolution par M» Clément, élève au Lycée de Rouen. 



On considère une conique à centre A ; soit S l'un des sommets 
de cette courbe et AB une corde principale. On trace une para- 
bole P passant par les points A et B, et ayant, elle aussi, le 
point S pour sommet. Soit I le point de contact de la parabole P 
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avec une droite à la fois tangente à Ji et à P. Lieu de ce point 1 
quand la corde AB se meut parallèlement à elle-même. (G. L.) 

Considérons le sommet de gauche S de l'ellipse; prenons 
pour axe des x le grand axe de Tellipse, et pour axe des y 
la tangente au sommet S. L'équation dé Tellipse est alors 

è'x* + a^y^ — 2ab\x = o. 




L'équation de la parabole ayant le point S pour sommet et 
passant par les points A, B est de la forme 

P 
Soit y = clx-] — ^ l'équation d'une tangente à cette para- 
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bole. Exprimons que cette droite est tangente à Tellipse A; 
en éliminant y entre Téquation de la tangente et celle de A, 
et en exprimant que Téquation obtenue a deux racines égales, 
on trouve la condition 

b X -^ + 4a*p — Aa^b = o. 
a" 

Le point I se trouve sur le diamètre de la parabole conju- 
guée de la direction a, diamètre dont Téqualion est 

p 

^ a 

En éliminant a et p entre les trois dernières équations, 
on trouve pour l'équation du lieu du point I 

6x1/* -f" "^fi^y^ — ^a^bx = o. 
Construisons celte courbe qui est symétrique par rapport 
à Taxe des x. On tire de là 

2a*2/* 2a* 



X = 



4a*6 — by^ 40*6 



Pour j/ = o, on a CD = o, et Taxe des y est tangent à 
Torigine. 

Lorsqu'on fait croître y, x augmente et reste positif tant 
que j/' > 4a'. 

Pour j/ = 2a, on a o? = 00 ; soit CD la droite y = 2a; cette 
droite est asymptote. 

2a* 
Lorsque y croit de 2a à + 00 , a? croit de — 00 a — -"T~' 

2(1* 

La droite x = 7— est asymptote. Ces valeurs néga- 
tives de X correspondent au cas oli la droite AB se confond 
avec la tangente Sy et oîi la parabole est tout entière située 
du côté des x négatifs. 

La symétrie par rapport à Taxe des x permet d'achever 
le tracé de la courbe. Si au lieu de considérer le sommet 
de gauche S de l'ellipse, on considérait le sommet de 
droite S', la courbe obtenue serait symétrique de la précé- 
dent e par rapport au centre de l'ellipse. 
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Nota — La même question a été résolue par MM. Rat, à Marseille; Cou- 
lom, au collège Gtiaptal, à Paris. Les auteurs de ces solutions ont essayé de 
trouver la modification que subit le lieu lorsque la conique donnée devient 
une hyperbole. 



QUESTION 56 

Solvtioa par M. Corot, élève au Lycée de Troyes. 



Trouver le lieu des centres des cercles passant par le point de 
rebroussement d'une cardidide^ et tangente à la courbe en un 
outre point. Par le second point d'intersection de deux des cer^ 
eles précédents^ on mène une droite quelconque qui rencontre les 
ieux cercles en A et A,'. Démontrer que les tangentes aux cercles 
en k et k' se coupent sur la cardioide. 

L'équatioa de la cardioïde rapportée à son axe pris pour 
axe polaire et à son point de rebroussement pris pour pôle 
est . 

p = 2a(i — cos6).' 
Un cercle passant par le point et dont le9 coordonnées 
du centre sont r et a a pour équation 

p = 2r cos (ô — a). 
Il sera tangent à la cardioïde si Ton a 

. e 

2r cos (Ô — d) 20(1 — cos 0; 2 



— 2r sin (6 — a) 2a sin 6 cos 6 



ou, 



6 fiz h\ 

cotg (6 _ a) = — tg -= cotg (^- -I- -j; 

d'oii 

6 = it -|- 2a, 

Pour avoir Téquation du lieu cherché, il faut éliminer p et 6 

entre les deux premières équations et cette dernière; cela 

donne : 

r cos (ic -[- *) = û[i — cos {iz -j- 2a)] = 0(1 + cos 2a) 

ou 

— r cos a = 2a cos* « 
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OU 

r = 2a cos (tt -f- *)• 
Le lieu est donc un cercle de rayon a et dont le ceulrc 
est sur OX'. 
Prenons deux points l(r^,7.^) r(rj,aj) sur ce cercle, on a 

Tj = 2a cos (ic -|- *i)> ''î = 2a cos (tc -|- *a)« 
Ces points I et I' sont les centres^de deux cercles pas- 
sant par'O et ayant alors respectivement pour équation: 

p = 4a cos (tc + aj) cos (6 — ttj), 
p = 4a cos (tc + a,) cos (8 — aj). 
Si par leur second point d'intersection on mène une sé- 
cante qui les coupe en A et A', nous savons que Taugl? 
AOA' est constant et égal à Tangle lOI', c'est-à-dire a, — a,, 
en supposant a^ > «j. 
Menons donc par deux droites 

6 = K, Ô = K + tta — ap 

La première coupe le cercle I en un point A qui a pour 
coordonnées 

Pi = 4a C0s(7r -[- ^i) C<^S (K — a^), 6 = K. 
La deuxième coupe le cercle I' en un point A' qui a pour 
coordonnées 

p, = 4a cos (tc + aj) cos (K — a^), 6 = K + «2 — ^i» 
La tangente au point A a pour équation 
i^ cos(e-K) sin(K-a,) 

p 4acos(7r+ai)c6s(K — a^) 4acos(7c-f-ai)cos*(K — a^) 
ou 

( cos (ô + ttj — 2K) 

p 4a cos (tt -|- tti) cos* (K — a^)* 

La tangente en A' a aussi pour équation 
i_ _ cos [6 — (K-\- OL^ — g^)] 
p 4a cos (tu + *s) cos* (K — a^) 
sin (K — ai) • n /t^ 1 ■^ 

' 4a cos (7Ç + ttj) cos* (K -- ai) •- ^ > * 1 i 
ou 

I cos [2K — 2a| + a, — 6] 

p 4a cos (tç 4" a,) ^cos* (K — a^)' 

La coordonnée 6 du point de rencontre des tangente» 
géra donnée en égalant les deux membres de leurs équa- 
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lions, c'esl-à-dire en posant 

cos (6 + «1 — 2K) cos (2K -* 2ai -1- a, — ô) 

COS (tt + «i) COS (tc + *a) 

OU 

COS (6 + ^1 + «a — 2K + ^t) + COS (6 -f- *l — «t — 2^^ — 'ï) 
= COS (O + ai — «a — 2K — Tc) +C0S(2K — 3ai+ a, — ô — ic) 
OU 

6 = 2(K — ai) — TC, 
et par suite 

I cos (tt + ttj) 

p 4a cos (iz + a,) cos' (K — tti) 
ou 

p = 4a cos* (K — a,). 

Portant ces valeurs de 6 et de p dans l'équation de la 
cardioïde, on a Tidentité 

4a cos" (K — aj) = 4a cos* (K — àj), 

ce qui prouve que les tangentes se coupent sur la cardioïde. 



QUESTION 61 

Solution par M. Clément, élë?e aa Lycée de Rouen. 



On considère une ellipse rapportée à ses axes AA', BB'. D'un 
point G pris sur Vaxe Oj avec GA = GA' pour rayon, on décrit 
un cercle A, A et A! désignant les extrémités du grand axe. 

1 . — Soit M un point mobile sur A ; par ce point M on mène à 
Vellipse des tangentes. La droite qui joint les points de contact 
rencontre A en deux points P et Q, et les tangentes en F et Q à 
A 5e rencontrent en un point I dont on demande le lieu géométrique 
quand M parcourt la circonférence, 

2. — Ce lieu est une conique U, dont on demande de déter- 
miner le genre d'après la position du point G sur Oy. 

3. — Construire cette conique en supposant o.* == 3b*, et en 
admettant que G co'incide avec B. ' ' ' ' 

4. — La tangente en A au cercle rencontre U en deux points 
V et Q'. Trouver le Ueu^de P' et helui deQ'- quand Si décrit Oy, 
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S, — De V origine on abaisse une perpendiculaire OV sur GP% 
et une autre OQ' sur CQ'. Trouver le lieu de P' et celui de Q'. 

(G. L.) 




1, — Soit 






réquation de Tellipse rapportée à ses axes. 
Posons OG = d ; alors Téquation du cercle À est 

X* "\- y* — 2dy — a* = o. 

Soient x^^ y^ les coordonnées d'un point M de la clrcon- 
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férence, et o^i, y^ les coordonnées du point I. On a la re* 
lation 

^ + !^ — ^^Ho — a« = o. (1) 

La polaire DE du point M par rapport à l'ellipse a pour 
équation 

b^x^x + o'j/oï — o'6* = o. 

La polaire PQ du point I par rapport au cercle a pour 
équation 

x^x -f- (yi — rf)y — dyi — a* = o. 

Exprimons que ces deux polaires coïncident : 

fc*a?o _ a*yo _ a«6« 
~ Vi — d' 



Xa 



Éliminons x^^ y^ entre ces deux relations et la relation (1)» 
nous aurons le lieu du point I : 

2b*d(y, — d) 






a"= o 



{dy, + a«)« ' (dy, + ar dy, + a^ 

oxxj en chassant les dénominateurs et ôtant les indices, 
o*CD» + b'(y — dy — 2bH{y — d){dy +a*) — a\dy + a«)« = o 
Cette équation développée deyient 



— a«<i» 



y' — 26*d 
+ 26«d» 

— 2a»6*d 

— 2a*d 

équation d'une conique. 



y + h'd^ 
+ 2a«6«(3(* 
— a* 






2. — Considérons la quantité B* — AG ; ici B est nul et 

A est positif; 

Donc si 

5* _ 26«d« — aH^ > 0, 

c'est-à-dire si 

"^ a» + 26* ' 
la conique sera une ellipse. 
Si 



le lieu du point I sera une hyperbole ; et enfin si 
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^' ~ a* + 26* ' 
le lieu sera une parabole (*). 

3. — On suppose a* = 36% d=b, et il s'agit de construire 
la courbe. On a dans ce cas 

^" ^ a« + 26» ' 

c'esi-à-dire que la courbe est une hyperbole. 
Son équation est 

gft*x* — 46 V "f" 246'j/ — 2o6* = o 
ou 

gx* — 4j/* — 2^by — 206* = o. 

Oy est Taxe transverse, et les points situés sur cet axe, 
c'est-à-dire les sommets, sont donnés par l'équation 

!/' + 66î/ -f- 56* = o; 
d'oli l'on tire 

— 56 

— 6. 

Le centre a pour coordonnées 

X = Of 1/ = 36. 
Les directions asymptotiques a sont données par l'équation 

9 — 4a« = o, 
d'oîi 

3 



y = 



Par conséquent, comme on a les coordonnées du centre, 
les équations des asymptotes sont 

y+-=:-x 

On a les sommets, les asymptotes ; on peut donc construire 
les foyers et par suite la courbe. 

(*) Il fallait indiquer, au moyen d'une construction géométrique, la posi- 
tion du point qui est situé sur l'axe des y et qui correspond à la parabole 

G. L. 
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4. — Lieu du point P'. — Supposons que le point mobile 

M vienne coïncider avec le point A ; la polaire du point A 

par rapport à l'ellipse est la perpendiculaire AK à l'axe 

des œ ; le pôle de celle droite AK par rapport au cercle, 

c'est le point F. On voit que le point P' est à Tintersection 

de la tangente en A au cercle et de la parallèle à Ox menée 

par le point G, c'est-à-dire à l'intersection des droites 

ax — dy — o* = o, 

y = d. 
En éliminant ci, on a 

j/* = ox — a*, 

équation d'une parabole ayant pour axe Ox et pour sommet 
le point A. 

Lieu du point Q'. — Considérons la polaire AH du point 
K par rapport à l'ellipse. Le point Q' est le pôle de cette 
droite par rapport au cercle; il est donc situé sur la tan- 
gente en A au cercle et sur la perpendiculaire à AH menée 
par le point C. Les coordonnées du point E sont x = a, 
y = 2d ; lé coefficient angulaire de AH est donc 

_h^_ 6«_ 

2a*d 2ad* 

L'équation de GQ' est 

, 2ad 
!/ — a = ■ X 

et l'équation de AP' : ax — dy — a" = o. 
En éliminant d entre ces deux équations, on a 

ax r—-x o* = G, 

0* + 2ax 

2a*x« — 5*t/^ — 2a' X — a*6* = o. 

-|-a6« 
Telle estréquation du lieu du point Q'. Ge lieu estune hyper- 
bole ayant Ox pour axe transverse et dont les coordonnées 
du centre sont 

1/ = G 

20^^ — 6* 

X = . 

4a 

5. — Lieu du point P'. — Ge lieu est évidemment l'axe 
des y, puisque GF est perpendiculaire sur Oy. 
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Lieu du point Q'. — L'équation de la perpendiculaire OQ' 
abaissée du point sur GQ' est 

6» 

^ 2ad 
En éliminant d entre les équations de GQ' et de 0Q% on 
a réquation du lieu de Q' 

, b^x , X* 

y J =0, 

^^ 2ay ^ y 

équation d*un cercle passant par l'origine. Son centre a pour 

coordonnées 

6* 
j/ = o, x = — . 

4a 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Laillard, au coUëge 
Chaptaly à Paris ; Giat, à Moulins ; Collin, à Dijon. 



QUESTION PROPOSÉE 



121. — Les cordes d'une ellipse des extrémités desquelles 
partent deux normales se coupant sur la développée sont 
normales à une ellipse homofocale de la première. 

(L. Lévy.) 

ERRATUM 



Page 56, 2« ligne, remplacer le dernier terme e de la 
deuxième parenthèse par 



2 

e 



Même page, lignes 6 à 12, remplacer (4) par (8), (S) 
par (6) et (6) par (7). 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. YAZËILLE. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — .MPRIMERIE CBAIX. 
RCS BERGÈRE, iO, PARIS. - 0570-4. 
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SUR UN MÉMOIRE DE M. LANDRY 

Par M. C9« de IjOB|^chaiiips« 

[Suite et fin, voir page 73.) 



7. Démonstration du théorème de M. Landry. — 

Les formules (G) donnent la démonstration immédiate du 

théorème que nous avons énoncé plus haut (§3). M. Landry 

a donné, dans son mémoire, deux démonstrations très simples 

de régalité : 

p* — Ap'* = — r(m* — Awi'*), 

que vérifient les quatre termes m, m; p, p; de deux réduites 

consécutives : -^, — r- Voici comment on peut encore éta- 

p m 

blÎT cette proposition. 

Les relations (G) étant écrites sous la forme 

m = ap -{-- Ap', 

m^ = ap -}- p; 
donnent 

m* — Am'* = (ap + ^P')' — A. (ap + p)*» 
ou 

m» — Am'* = — (A - a«) (p« — Ap'«), 

ou, enfin, 

m* — Am'* = — r (p* — Ap'*). 

En revenant à la notation ordinaire, on a 

Xl _ AYJ =- r (Xi.1 - AYLO 

Tel est, dit M. Landry, le principe qui nous a frappé. 
Nous pensons avec lui que cette récurrence entre les fonc- 
tions Xn, T„, d'une part, et les fonctions X„_i, Yn_i, d'autre 
part, est remarquable, et la preuve de l'attention que nous 
semble mériter la formule précédente découle, en partie, 
de l'application très heureuse que l'auteur en a faite à l'ana- 
lyse indéterminée. 

8. Application du théorème de M. Landry à 
l'analyse indéterminée. — Nous ne pouvons développer 
ici, quelque intérêt que nous attachions à cette étude, tous 

iOmNAL DE MATH. SPÉC. 1884* 5 
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les points que soulève ce mémoire, dont le tort principal a 
élé, sans doute, de n'avoir pas été connu à son heure. Nous 
indiquerons pourtant, en terminant cette note, Tusage que 
M. Landry a. fait de son théorème, pour la résolution des 
équations indéterminées de la forme 

CD* — At/* = ±: r"». 

C'est par cette application que le travail de M. Landry se 
rattache à Téqualion de Pell, ou aux équations de même 
espèce, et qu'il mérite de prendre rang à côté des mémoires 
que nous avons cités dans notre article, rappelé plus haut. 

Il résulte du théorème de M. Landry que si Ton déve- 
loppe v/A en fraction continue, par la formule qu'il a 
indiquée dans son mémoire, on a 

Xl - AYJ = - r (XLi - AYLi), 
XLi - AYLi = - r (X,^2 - AYL2), 



Xi — AYi = — r (Xf — AYf), 
Xl — AY? = — r ; 

et, par suite, 

X^-AY^ = (- i)-r". 

De cette formule résulte, d'une façon évidente, l'application 
signalée par M. Landry. Pour citer ses propres exemples, 
le tableau suivant montre l'usage qu'on en peut faire. 

9. — Premier Exemple. 

x» — 19 t/* = 3*. 



On a 



par conséquent^ 

V^9 =4 + 



i9 = 4« + 3, 
3 



«+4+ 



Réduites : 

4 35 292 2441 

X = 2441, y = 56o, 
représentent une solution de l'équation proposée, 
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On peut vérifier que Fou a, en effet, 

(244i)«-i9(56o)« = 3S 
ou, 

5 958 481 — 5 958 400 = 81. 

Deuxième Exemple. 

ac» — 3it/»=— 6». 



On a 

v/37=5 + 



6 



10 + 



6 



10 + 



Réduites : 

5 56 590 
I 10 100 

X = 590, y =:: 106, 

constituent une solution de l'équation. 

10. — Il y a dans le mémoire (*) de M. Landry plu- 
sieurs autres points très intéressants, tels que les rappro- 
chements qu'il établit entre sa méthode et celles que 
Lagrange et Gauss ont indiquées pour résoudre les équa- 
tions indéterminées, de Tespèce précédente. Mais nous regret- 
tons de ne pouvoir, ici, insister davantage sur ces diverses 
parties^ 

Nous signalerons pourtant, en terminant cette notice, 
Tapplication faite par M. Landry, de la formule 

v/Â = a H 

2a -f- 



2a -|- 



à Textraclion des racines carrées. 



(*) Si cette note intéressait quelque nmi de l'arithmétique, et s'il désirait con- 
naître plus complètement le mémoire en ques.ion, nous croyons qu'il peut le 
demander à l'auteur (77, rue Denfert-Rochereau), [qui le lui enverra grcieieu- 



,4 *», 
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Prenons l'exemple déjà cité 

A = 3i, a = 5, r = 6. 
Si Ton fait abstraction de la partie entière, on peut for- 
mer le tableau suivant : 
Réduites : 
6 6o 636 6720 71016 750480 
10 106 II20 ii836 i25o8o i32i8i6 * ' ' ' 
Valeurs décimales ; 

0,6; 0,566...; 0,56785...; 0,567759...; 
0,5677646.. . ; 0,567764348. .. ; 
Mais posons maintenant 

A = 3i, a=5,5, r = o,75. 
Nous avons alors : 

1.4- °'^^ 



II + 



Les réduites, abstraction faite de 5,5 sont: 

75 825 9i3i25 

1100' 12175 ' 13475000* 
Si on les convertit en décimales, on obtient : 

0,068. . . ; 0,067761 ... ; 0,06776437. . . ; 

et Ton a pour v/3i les valeurs approchées: 

5,568, 5,567761, 5,56776437. 

Prenons maintenant les valeurs suivantes : 

A = 3i, a= 5,56, r = 0,0864. 

Nous avons 

/T" c c/: I 0,0864 

V/3i =5,56 H ^^ ' 

'^ , 0,0864 

11,12 + 



11,12 + 



Les deux premières réduites sont : 

864 960768 



II 1200 123740800* 
Ces réduites augmentées de 5,56 donnent, respectivement. 
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5,567769...; (1) 5,567764367... (2) 

Ainsi, en prenant pour point de départ deux chiffres déci- 
maux exacts, le calcul d'une seule réduite a donné la valeur (1), 
dans laquelle, comme on peut le vérifier, il y a cinq chiffres 
décimaux exacts. Avec deux réduites on a la valeur (2) dans 
laquelle il y a huit chiffres exacts; la valeur de \/3i étant 
comprise entre 

5,567 764 363 5..., et 5,567 764368 5... 
Si nous ne nous trompons, cette méthode permet de 
calculer rapidement des valeurs approchées des irrationnelles 
du second degré. 



ELIMINATION PAR LA METHODE DE BEZOUT 

PERFECTIONNÉE PAR GAUGHY 
Solution par M. Amigues, professeur au lycée de Marseille. 



Dans cette méthode, la démonstration du théorème réci- 
proque offre quelque difficulté. Voici comment, depuis quel- 
ques années, j'expose cette question au lycée de Marseille. 

1. — Soient f{x) = o, et <p(a;) = o, deux équations algébri- 
ques et entières de degrés m et p. 

On isole dans le premier membre de chacune tous les termes 
divisibles par a;, puis on divise membre à membre, en sup- 
primant le facteur x dans les deux termes du premier 
membre. C'est le facteur, x qu'il faut seul supprimer, lora 
môme que l'on aurait haut et bas en facteur une puissance 
de X supérieure. 

On isole ensuite dans le premier membre de chacune des 
équations données tous les termes divisibles par a;*, puis on 
divise membre à membre,^ en supprimant le facteur x^ dans 
les deux termes du premier membre, mais en se gardant bien 
de supprimer une puissance supérieure de Xy si elle était en 
facteur. 

On continue de même. Si l'on a p = m, on obtient ainsi 
m équations de degré (m — i). Si l'on a p <;m, on peut 
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compléter le polynôme cpfa?) par des coefficients nuls de ma- 
nière à le rendre de degié m, et on obtient encore m équa- 
tions de degré (m — i). 

C'est de cette façon que Cauchy obtient m équations de 
degré m — i. 

Bezout les obtenait d'une façon un peu moins simple. 

Remarquons enfin que, dans le cas oh p <^ m, il est boa 
de substituer aux (m — p) dernières équations de Cauchy des 
équations plus avantageuses. On ne complète pas le poly- 
nôme cp(a;) par des coefficients nuls. Alors le calcul de Cauchy 
donne p équations. Seulement, et à la place des (m — p) 
autres, on prend les (m — p) équations suivantes : 

<p(a:) = o 

x<^(x) = o 

x^(^{x) = o 



x"»-P-^9(cc) = o 
qui sont au plus de degré (m — i). 

Nous obtenons ainsi m équations qui sont au plus de 
degré (m — i). Nous les appellerons les équations A. 

Si dans les équations A on regarde ce, x* ... cc*'^* comme 
autant d'incoonues distinctes, on a un système de m équa- 
tions du premier degré à {m — i) inconnues et non homo- 
gènes. Nous appellerons ce système le système B. 

2. — Cela posé, il est clair que si (r = fx est une racine 
commune aux deux équations f(x) = o et cp(a?) = o, cette 
même valeur est aussi racine de chacune des équations A, 
puisque chacune de ces dernières est une conséquence des 
équations /'(ce) = o et cp(cc) = o. Mais alors on peut dire que 

ce = (X, ce* = [A*, ce^ = tjt.' ... cc"*~^ = [x" ""* 
est une solution du système linéaire B ; et dès lors, ce sys- 
tème admettant une solution, il est nécessaire. que son déter- 
minant A soit nul. 

En résumé, si les deux équations proposées ont une racine 
commune, il faut (jue l'on ait A = o. 
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Mais les raisonnements qui précèdent ne s'appliquent 
qu'à une racine commune finie. Je dis que le théorème est 
encore vrai pour une racine commune infinie. En efTet, si les 
deux équations admettent une racine commune infinie, le 
coefficieat de ce"* dans f{x) et celui de oc^ dans (^{x) sont nuls. 
Or les éléments de la première colonne du déterminant A 
sont tous nuls dans ce cas-là, comme il est facile de le 
vérifier. 

Remarquons une propriété du déterminant A, qui nous sera 
utile pour la démonstration de la réciproque. Je dis que le 
déterminant A est au plus de degré p par rapport aux coef- 
ficients de f{x) et au plus de degré m par rapport aux coef- 
ficients de ^{x). Car les éléments des p premières lignes 
sont linéaires par rapport aux coefficients de/, et linéaires 
par rapport aux coefficients de ç, et ceux des m — p dernières 
ne contiennent pas les coefficients de f et sont linéaires par 
rapport aux coefficients de cp. 

3. — Réciproquement; si Ton a A = o, les équations f{x) 
= o et <p(a:) = o ont tine racine commune finie ou infinie. 

Si les deux équations ont des racines infinies, le théorème 
est démontré. Supposons donc que Tune d'elles au moins n'ait 
pas de racine infinie, et soit (p(x) = o celle-là. Désignons 
ses p racines, qui sont toutes finies, par 



Otj, Qt2> 0^8» • • . Otp» 



La quantité f{a^) est finie. Désignons-la par p^. On a dès 
lors 

fK) — Pi = o 

?(ai) = O, 
ce qui prouve que les deux équations 

f{x) - p, = o 

<p(cc) = o 

ont une racine commune oî = a^. Donc il est nécessaire que 

le déterminant analogue à A et relatif à ces équations soit 

nul. Appelons ce déterminant A\ On a donc 

A' = o ; 

A' est un polynôme de degré au plus égal à p par rapport 

aux coefficients de l'équation 

f{x) — pt = o 



n 
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et par suite de degré au plus égal à p par rapport à p^. La 
condition 

A' = o 
peut donc s'écrire 

A + Bp, + Cpf + . . . = G 

Pi entrant dans le premier membre au plus avec le degré p. 
Je dis que A = A. 
En effet, comme les équations 

fix) = o 
(f (x) = o 
se déduisent des équations 

f{x) — ^, = o 

cp (x) = G 

en faisant dans ces dernières p^ = o; de même A doit se dé* 
duire de A' en faisant dans A', ^^ = g. On a donc bien 

A=A. 
La condition ci-dessus peut alors s'écrire 

A 4- Bpi + Gpî + . . . = G 
ou bien, en tenant compte de Thypothèse A = g, 

Bpi + Cp?+... = G. 
Ceci prouve que Pi, ou en d'autres termes / (ai), est racine 
de l'équation 

Bt/ 4- Ci/« -f- . . . = G. 
On prouverait de même que 

sont racines de cette équation, ce qui fait voir que cette 
équation atteint le degré p et qu'elle n'a pas d'autres racines 
que 

Or, elle a évidemment une racine nulle. Donc on a par 
exemple 

/'(«*) = o 
et par suite a^ est racine commune finie des équations 

cp (x) = G. 

G. Q. F. D. 
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PROBLEME SUR L'ELLIPSE 

Solution par M. P. Giat, élève de mathématiques spéciales au Lycét 

Saint-Louis (classe de M. Ed. Lucas). 



Trouver le lieu du sommet 
deux tangentes AB, AG à 
une ellipse et la corde des 
contacts BG, et tel que ses 
trois hauteurs se coupent 
en F sur la courbe. 



A dun triangle ABG formé par 




Solution analytique. 

Prenons pour axes de 
coordonnées les axes de 
J'ellipse. Désignons par 
<Pi, cpa et <p les paramètres 
angulaires de B, G et F. 

L'équation de la droite BG est 

^cos 1L±1L + 1. sin Ii±lî- = cos -îî^:!^ 



(1) 



(2) 



a 2 ' 6 3 

La tangente au point B a pour équation 

CD V 

— cos 9i + -T" sin Çpi := I 
a ^ b 

et la tangente au point G 

^ i y ' 

L'équation de la droite CF est 

— cos ^ ^ + 4- sm ^ ' ^ = cos -^ ^— . 

a 2 6 2 2 

Exprimons qu'elle est perpendiculaire sur AB, nous en 
déduisons 

2 



I 

a 



— cos cpi cos -i — ■ — ■ 1- — sin (pi sin ■ = o 



9 



ou en effectuant et ordonnant par rapport à — : 

2 
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cos -^ ( — -- cos 9- cos -^ — f- -7- sm 9. sm -^ ] 
2 \o» ^ 26' ^ 2 / 

/' I ©al 9< \ 9 

= ( — — cos ©1 sin -: r-- sin ©- cos -2-i- ) sin -^. 

\o» 2 6* ■ 2 / 2 

On aurait de même, en exprimant que la droite BF est 

perpendiculaire sur AG : 

cos --Ï- ( -— - cos ç, cos -^ — [- -TT sin çp, sin -^^ ) 

= ( — r- <^os ©j sin -i^ 7- sm ©, cos -^^ ) sm — . 

\a* 2 0* ^ 2 / 2 

Divisant ces deux égalités membre à membre, il nous vient: 

I I ftf 

—- cos ©1 cos — + t: sin ©. sin -^ 

--cos ©, cos -i- + -— sm ©, sm — 

-- cos 9i sin -^^ -r- sin 9. cos ~ 

_ Q 26'^^ 2 

I ^ . 9i I . 9i 

-.;cos 9, sm — — r- sin 9, cos ^ 
a' 2 0" ^ 2 

ou en simplifiant et en divisant par sin (9^ — 9,) : 

[6* cos 9i cos 9j + û* sin 94 sin 9, -j- ^'^' 

( I + cos (91 — 9,))] = 0. 

La solution 91 = 9, correspond au cas où la droite BC est 
normale à l'ellipse. On a alors pour le lieu du point A le lieu du 
pôle des normales, ce qui était du reste à prévoir. Ecartons 
ce cas particulier. Il nous reste 

6* cos 9i cos 9j + a* sin 9^ sin Çj -f" û'** 

(i + cos (91— 9,)) = o. (3) 

Nous aurons le lieu du point A en éliminant 9^ et 9, entre 
les équations (1), (2) et (3). 

Pour faire cette élimination, nous remarquerons que cos 91 
et cos 9, sont racines de Téquation 

(•^ cos 9 — I y == ^Ij- (i — cos» 9), 

obtenue en remplaçant sin 9^ par sa valeur en fonction de 
cos 9i dans l'équation (1). 
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On a donc 



cos cpi cos cp2 = - 



On aurait de môme 



I 




b* 


a;» 
a» 


+ 


6» 

X* 


t 




o' 


ce» 


+ 


6» 



sin cpi- sm <Pj = 



Remplaçons ces quantités par leurs valeurs dans Téqua- 
tion (3), nous aurons le lieu demandé : 

(ga + b») (fca - y») (ga + fc») (g» „ a:') 

a« "*" 6* a« "^ 6» 

ou en simplifiant 

g2^ï + bY = (a' + i^*)"- 
Le lieu cherché est donc une ellipse ayant même centre que 
l'ellipse donnée, et ses axes dirigés dans des directions per- 
pendiculaires, leurs longueurs étant 

(fl' + 6») ^^ (g' + fc') ^ 



a 



Solution géométrique. 

Nous démontrerons d'abord le lemme suivant ; 

Lemme. — Si dans un triangle ABC on joint le milieu E 
d*un côté BG au point d* intersection F des hauteurs et si du 
sommet opposé on abaisse une perpendiculaire sur cette droite 
jusqu'à son intersection K avec BG, le point K est le conjugué 
harmonique du pied D de la hauteur issue de A par rapport aux 
deux points B et G. 

En effet posons pour abréger BD = w, DG =■ n et AD = h. 
Les deux triangles rectangles BDF, DAG sont semblables 
comme ayant un angle aigu égal, et nous donnent 

DF __n 
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d'oli 
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DF = 



mît 



h • 



« 

Les deux triangles rectangles DFE, EAD sont semblables 
pour la même raison. Donc 

KD _ FD 

/i ~ ED 




(l'ou 



Fig. 4, 
KD = - 



tnn 



Mais 



ED = 



ED • 



n — ffi 



donc 



KD = 



2mn 



n — m 



KE = 



2 tnn 



O- ^^ "" ^ (^ + *^)* 

-^ 2(n — m) 



n — m • 2 
Par suite 

EDxEK = i^l±-îi* = ÊB^ 

4 

G. Q. F. D. 

Cela posé, revenons à la question. Joignons le centre O de 
l'ellipse au sommet A du triangle (fig. 2) ; cette droite passe 
par le milieu E du côté BG. Joignons ce point E au point F 
d'intersection des hauteurs du triangle et du sommet A ; 
abaissons une perpendiculaire sur cette droite. Soit K son 
intersection avec BC. 
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Les quatre points B,D,C,E formant une division harmo- 
nique et la droite BC étant la polaire du point A, la droite 
AK est la polaire du point D. Par conséquent la droite KF 
est tangente à l'ellipse, 
et comme cette droite 

passe par le point d'in- ^^_.....^ . .. „ 

tersection de deux hau- 




teurs du triangle EAE, 
elle est perpendiculaire 

sur OA. Le point R est \s^ / ^ .V*k 

donc sur le cercle cir- 
conscrit au triangle au- ^•fl'- *• 
topolaire ADK, puisque, par hypothèse, ce triangle est 
rectangle. 

Or (théorème de M. Faure), ce cercle coupe orthogonale- 
ment le cercle lieu des sommets des angles droits circon- 
scrits à Tellipse. 

Par conséquent 

0RX0A = a»+ 6*. 

Le point A est donc situé sur la courbe polaire réciproque 

de Tellipse donnée par rapport au cercle lieu des sommets 

des angles droits circonscrits à cette ellipse. 

NOTE D'ANALYSE BÉCURRENTE 

Par M. R* lieTaTaisear» élève au Lycée Gharlemagne (*). 



I, — Nous nous proposons de calculer une dérivée d'ordre 
quelconque de la fonction t/ = arc sin x. 
On sait que 



. J'en déduis 

• • 


T 


v/i — X* 

(— 2X) 




X 




y ■■■ 


I — X* 


V'd 


— 


œ*)» 


(*) Maintenant élève à l'École Normale supérieure. 


\ 
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puis 

// 77. 3(i— a;«)»(— 2£c) 

v/(i— a;*)« I— X \. 

^ (l — cc«)» 

(i— ir«)».i+œ.3x.(i— X*)» 

(I — x^y \/{i — X*)' 

_ (i — x'). I + 3x.ar i -\- 2X* 

"" v/(i +xV "" \/(i —x^y 

puis encore 

/■; r-. / . «v 5(l— X«W— 2X) 

y (i _ x*Y 

(i — x*)4X -f- 3x(i + 2X*) gx + 6x' 



v/(i —X*)' v/(i —oc*y' 

En général si N^ désigne le numérateur de la dérivée 
d'ordre (p + i), N^^i celui de la dérivée d'ordre p, on a la 
relation (1) Np = {-ip — i)xNp_i + (i — x»)N'p-i. 

En effet, soit 

^ v/(i — x»)2p-i 

/- __ ^^^ „ (2p — l)(l — X^fP'H — 2X) 

.rp.i, ^ ^ 2v/(l~xy^i 

( I _ ag«)ap-iNV>i + (2p — I )x( I — X ')2p--^Np_i 

ou bien 

(2p — QxNp^i + (i - a?')NVi 

v/(i — x*f^+* 

ce qui démontre la relation (i). 

On voit d'ailleurs que les dérivées d'ordre pair, y^^^t/. . . 
yi^m) Qj3^^ pour numérateur une fonction entière de'x ne ren- 
fermant que les puissances impaires de cette variable; et 
que les dérivées d'ordre impair, y^^\ y^^\ y'^), . , , y(2m+i)^ q^^ 
pour numérateur une fonction entière de x ne renfermant 



y(p+l) =: 
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m 



que les puissances paires de x. Ceci résulte de la relation 
(1). Supposons en effet que Np_^ nft renferme que les puis- 
sances impaires de x, pour fixer les idées : le produit 
a?Np-i ne renfermera que des puissances paires de x, N'^.i 
n'est composée que de puissances paires de x, et comme 
elle est multipliée par (i — x*}, Np ne renfermera que , des 
puissances paires de x. 



II. — Ainsi N2m désignant le numérateur de la dérivée 
d'ordre (2m-f-i)j nous pouvons poser: 

N2m= OL^o""^ X^ + alf"»'x2"»-2 ^ ^fn) ^m^ 

+ . . . + a^ x^'^-^' + . . . + a?^,(E*+aitL2 0^ + a^ST'. 
La formule (1) nous donne la relation 

Na^+i = (4m + OxNam + (i — a5*)N'2m. 
Posons 

+ afô'^ .t2-2*-i+ . . . + ai^J,'^ x^ + a|^r+*» X 

et calculons les coefficients de Nam+i en fonction des coeffi- 
cients de N2m , on a : 



y 2m 

(4m+ 1 )CDN2m= (4WI+ 1 )a?'^^ 



cc2'«+* _ (2m— 2)a!?'"^ 

+ (4m+i)ar 



X 



2in-l 



4- {2m— 2)a?'"^ ^x^"^ 
— (2m— 4)a?'"^ 
+ (4m+i)ar 



+ (2m-2i)ar 
-f. . . — (2 m— 2fc— 2)aS!|?2 
+ (4m+i)agr;2 



05 



2m— 2*~1 



I" • • • 



Donc 



T 4*2»»-» 

+ (4m+i)«a2 



(ïm) 



+ (4m+i)«^' 



a; 



Nto+i = (2m+ i)a?">a;*»+» + [2m«?"'+ (2m+ 3)a!?"']a;*^ 

+ [(2m — 2)a|'"" + (2m + 5)a?")]x2'»-3 + . . . 
+ [(2m - 2ft)«gr' + (2m + .2* + 3)afô]a5"»-2p-i + . . . 
-f Uoffli + (4« - i)*Srl2]x« + [24^2 + (4m+ i)«t""]x. 
De là je déduis le tableau suivant : 
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'«"•♦«i = (2m + i)a*") 

«?"+« = 2ma?»' +(2m+ 3)a?"i 

ai**^« = (2m — 2)ai*'»' +(2m + 5)ap"' 

^^^ i «S"4*' = (2m -"2%^"' + "(2m + 2k + 3)4îï/ 

«gr+« = 20W, + (4m + oagr'. 

III. —Calculons de la même manière les coefficients deN^ 
en fonction des coefficients de Na,»_i. D'après la formule (1) 
N2m = (4'n — i)aîN2m-i+ (i — a5')N'j«^. Nous pouvons poser 
N2,»^ = a?"-*'a;«-« +af-*'a?»^ + . . . + ogr-****^'*-' 

+ . . . + afc*'a:» + a'^'cc. 

On a 



N jm_i =: 

-œ'N'î^ = _ (2m- i)ar*' 
(4m- 1 )a;N2„^i=+(4»i- 1 )a|?'"-« 
+ (2m-»(£r-« 
— (2m— 5)a'f^' 
+ (4m-i)ar-»' 

+ 



X 



+ (2m— i)«?"^' 

+ (4m — I )4*»-'> 

a?^-* + . . . 4- (2m — 2ft — i)agr^' 
— (2m — 2A:— 3)a^*> 

+ (4m— Oa^iTi" 



/y«2iii->2 



a? 



m-2*-» 






2m— 1) 
"m — ï 



+ 3a| 



2t»— l 



o^+afc' 



4-(4m — i)afc'' 

Par conséquent 
Nfc, = 2moe?'»-«£c2-» + [(2m — i)a2"^*'4- (2m + 7.)(^t^'^x^-* 
+ [(2m — 3)«r~«+(2m + 4)o4^'^«]a!'^ + . . . 
+ [(2m — 2il — i)a!?r-«+ (2m + 2ft + 2) ag;i"]a52»-»»-« 

+ . . . + [3ate" + (4m - 2)afc"]a5' + «fc^'. 
Ceci nous donne le tableau suivant: 

a*"> = 2ma!;*»-" 

««"•' = (2m — i)a«"»-" + (2m + 2)aSj*^» 

otf"' = (2m — 3)fl42«-i) + (2m + 4)«f"-'> 



ag»l = (2m — 2fc 4- i)a||X*^ 4- (2m + 2fc)ag»-') 

ii2 = 3air{ + (4»» - 2)«to" 



(B) 
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Toutes les formules du tableau (B) se déduisent des for- 
mules du tableau (A) en changeant 2w en (2m — i) (*). La 
dernière formule du tableau (B) peut se déduire de la der- 
nière formule du tableau (A) si Ton suppose que a|JJ~*=:o, 
ce qui est assez naturel. 

IV. — Cela posé, le coefficient de la plus haute puissance 
de X se calcule immédiatement. En effet, on a 

puis al?"»+*^ = (2m + I )«?"*' 

(Po) 



a!?'^^ = 2mar-^) 



enfin aj?» == 2ai*' 

aj = I. 



Si nous multiplions toutes ces équations membre à membre 
il Tient al?"*+*^ = (2m + i) ! (A suivre,) 



QUESTION 60 



Première solution par M. Giat, élève aa Lycée de Moulins. 

On donne une famille de coniques représentée par V équation . 
x*(i + ^) — 2Xxy -|- X*y* — 2x =0. 

Par chaque point A réel du plan passent deux coniques de Iq 
famille. Dans qu^elles régions doit être le point A pour que 
ces coniques aient une équation ; 1® coefficients imaginaires^ 
^ à coefficients réels. Subdiviser ces dernières régions en plu- 
sieurs autres, suivant que par le point il passe deux ellipses ou 
deux hyperboles, ou une ellipse et une hyperbole. Lieu des centres 
des conique. Séparer sur ce lieu les centres d'ellipses des centres 
ihyperboles, 

a, p désignant les coordonnées d'un point A, par ce point 

passent deux coniques dont les équations sont l'équation (1) 

dans laquelle X est défini par la relation 

(S[i + X) — 2Xap + ly — 2tt = 
ou 

\y — Xa(2p — a) + a(Qt — 2) = 0. (2) 



(*) Sans toucher évidemment aux indices inférieurs des coefficients. 
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Les coefficients de l'équation (1) seront réels quand on 
aura 

a*(2p — a)« — 4a6*(a — 2) > G 

OU 

a(8p* — 4a*P+ a») > G. 

Nous sommes amené à construire la courbe 

8p« — 44" + a' = G. 

Cette courbe admet Torigine pour point double. Ce point 
est un point de rebroussement dont la tangente est p = o. 

Les directions asymptotiques soot a* = o, 4P — a = o. 

La première asymptote est rejelée à l'infini. Quant à la 
deuxième, on calcule facilement l'ordonnée à l'origine au 

moyen delà relation d= — , , . On trouve ainsi d = ---. 

? (c) 8 

Cela posé, la courbe est facile à construire. En résolvant 

par rapport à p, on a 

a* 4- av/a(a — 2) 

p = - ^/ -^ (3) 

4 
p sera réel pour toutes les valeurs de a non comprises 

entre o et 2. Pour a = 2, p = i, la tangente en ce point 

est verticale, ce qu'on reconnaît en transportant l'origine 

en ce point. 

Discutant l'équation (3), on en déduit sans difficulté la 
courbe indiquée sur la figure (*). 

Celte courbe ainsi que la droite a = g séparent le plan 
en régions. 

Dans les régions extérieures à la courbe que l'on vient 
de construire, il est facile de montrer que 

8^2 — 4a*|3 -f a» est > 0. 

En effet, supposons a positif et très grand, y négatif et 
très grand, l'inégalité précédente est satisfaite. 

Alors dans les régions couvertes de hachures verticales on 
aura des coniques à coefficients imaginaires. Dans les autres 
régions au contraire on aura des coniques à coefficients 
réels. 

(*) Voir la figure dans la seconde solution; il est facile de distinguer les 
différents cas. (Notp fie la rédaction-) 
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Considérons ces dernières régions. 

La condition pour que la conique (1) représente une 
ellipse est X ;> o. 

Reportons-nous à Téquation (2). Pour que cette éqviati )n 
ea X ait ses deux racines positives, il faut que Ton ait 

a(a — 2) > o, 

Oi(2'b — a) > o. 

Construisons les droites a = 2, 2{3 = a; soient BG et OA, 
BG est tangente à la courbe de séparation en A et OA ren- 
contre cette courbe aux points et A. 

Dans la région BAE a(a — 2) est > o, ainsi que 
a(2p —a). Donc dans cette région il passera deux ellipses. 
l)ans la région DAC au contraire a(a — 2) est << o, a(2p 
— 1) < o, On aura donc deux hyperboles. 

Dans la région comprise entre Taxe de y et BC, on aura 
une ellipse et une hyperbole : cara(a — 2) est<< o. 

Enfin dans la région HOF, a(a — 2) est positif, mais 
x(2^ — a) est négatif. On aura donc deux hyperboles dans 
cette région. 

2® Pour avoir le lieu des centres des coniques (1) nous 
allons annuler fx et f'y^ puis éliminer X entre ces deux 
équations : 

fx^=zx(i + X) — \y — I =0. 
fy = 'kjc — X^y = o, 
Éliminant X entreces deux équations on a le lieu dont l'équa- 
tion se décompose en deux: 

X = i 
et 

X = y\ 
La première équation représente une droite parallèle à 
y = o à une distance de celle-ci égale à i . 

La deuxième est une parabole rapportée à son sommet ; 
son axe est dirigé suivant OY. Son intersection avec la 
droite x = 2 est le point 

a? = 2j/ = 4. 
Distinguons sur cette parabole les parties du lieu qui 
proviennent d'ellipses ou d'hyperboles. 
Nqus remarquons que pour que Téquation (l) représeutç 
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une parabole, il faut que X = o. Or pour cette valeur cette 
équation se réduit à 

X {x — 2) = o, 
qui représente Taxe des y et la droite BG. 

Donc l'équation (1) ne représentera jamais une parabole. 
Dans le cas particulier que Ton examine , nous remarquons 
que les points situés sur x = i sont des centres de 0^(0? 
— 2) = o. La droite x = i que Ton trouvait comme lieu est 
ainsi interprétée. 

L'intersection de cette droite' avec ce' = y est le point 
05 = I, y = I. Ce point sur le lieu sert de séparation, 
pour les centres d'ellipses et les centres d'hyperboles. 
Sur Tare de parabole IM on aura des centres d'ellipses et 
sur l'arc de parabole IN on aura des centres d'hyperboles. 



Deuxième •olution par M. Galle, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Grenoble. 

On donne une famille de coniques représentées par Véquation 
x*(i + 1) — 2lxy -f- l'y* — 2X = o. 

Par chaque point A réel du plan passent deux coniques de la 
famille ; dans quelle région doit être le point pour que ces coni- 
ques aient une équation : 4^ à coefficients réels; ^ à coefficients 
imaginaires, — Subdiviser ces dernières régions en, plusieurs 
autres, suivant que par le point A il passe deux ellipses^ ou 
deux hyperboles, ou une ellipse ou une hyperbole. 

Lieu des centres des coniques. Séparer sur ce lieu les centres 
d'ellipses des centres d'hyperboles , 

I. — Si nous exprimons que la conique passe par le 
point k{x , y), les valeurs de l qui déterminent celte conique 
seront données par l'équation du deuxième degré 
l^y^ — lx{2y — a?) -|- x{x — 2) = o. 
Donc, par chaque point, il passe deux coniqius. 
Les valeurs de / données par cette équation seront réelles 
ou imaginaires, suivant que la quantité 

x\2y — x)^ — 4flcj/*(cc — 2) 
sera positive ou négative. Les points demandés seront donc 
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séparés par la courbe 

X* (2y — xi' — i^xy* {x — 2) = o, . (i) 

ou 

X [x'{x — 4y) + 8i/'] = o. (2) 



L'équation (2) indique que la courbe est séparée eu régions 
par la droite x — 4î/ = o, et l'équation (1) indique quo la 
i;ourbe est séparée en régions par la droite -r =: 2, et qu'elle 
est tangente à cette droite au point où celle-ci est rencon- 
trée par la droite 2y — x ^ o. 

D'ailleurs, la cfurbe est tangente à l'orii^ine à l'axe 
des X, et présente un point de rebroussement. 

Asymptotes. — La courbe a une asymptote parallèle à 
l'axe des y, transportée à l'infini. 

Elle admet aussi une asymptote parallèle à la droite 

a; — 41/ := o et dont l'ordonnée à l'origine est ~^. 

Pointe où la tangente est horizontale. — Ils sont 
doanés par les équations 

f{x . y) = x'{x — 4y) -i- Sy' = o, 
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f {x) = 20;* — 8X1/ = O. 

ce qui donne les points 



X = 



05 = o 1 4 

y =o, I y ^ ^7 



32 

Point d'inflexion. — Le hessien se réduit a 

3x — 42/ = o, 



X =z 

ce qui donne un point d'inflexion 



_9_^ 
4 

2/ 



lÔ 

On voit alors que les points correspondant aux coefficients 
imaginaires sont ceux situés dans les parties recouvertes 
de hachures verticales; les autres points du plan corres- 
pondent à des coniques réelles, et ceux qui sont situés sur la 
courbe correspondent au cas de deux coniques confondues. 

II. — Le déterminant de la conique étant égal à — /', on 
obtient le genre de la conique au moyen des val'^^urs de / 
correspondant au point. — Le produit des racines de Téqua- 

x(x "~~~ 2-^ 

tion en / étant «— -^ — - — ^^, pour tous les points situés entre 

y 

les droites a; = o, ce :;= 2, nous aurons une ellipse et une 

hyperbole. Pour les points extérieurs nous séparerons les 

ellipses des hyperboles au moyen de la somme des racines 

xi^tj — - x) 
de réquation en /: — ^ '—. Nous aurons des ellipses 

lorsque cette somme sera positive, des hyperboles lorsque 
cette somme sera négative. 

Pour tous les points de Taxe des «/, nous avons dos para- 
boles. Les valeurs de l sont nulles, et Téquation se réduit à 

x{x — 2) = o. 

Sur la droite as = 2, nous aurons une ellipse et une para- 
bole pour les points silués au-dessus de la droite 2y =Jc; 
nous aurons deux paraboles pour les points silués sur celte 
droite; une parabole et une hyperbole pour les points situés 
au-dessus. 



— ^ 
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des centres. — Il s'oblient par réliinination de 
/ entre les deux équations 

fy = ^^H '-lx=o, 
f'x = lx — ly -{• X — I =0. 
La deuxième donne 

l=o, 1 = — , 

y 

La première donne 

x = I , x* = j/. 
Le premier lieu correspond au cas oti la conique se ré- 
duit aux droites x(x — 2) = o. 

Dans la parabole qui représente le deuxième lieu, la valeur 

X 

de / étant égale à — , les points situés à droite de Taxe 

y 

des y appartiendront à des ellipses, et ceux à gauche 

appartiendront à des hyperboles. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Poncet, Roussel, à Lyon ; 
La pinte, à Bar-le-Duc. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



122. — On considère une elilpse F rapportée à ses axes. 
Désignons par P et Q les extrémités du grand axe, et imagi- 
nons, sur ]\ un point mobile M. Les droites PM et QM ren- 
contrent le cercle A, décrit sur PQ comme diamètre, en des 
points A et B ; 

1® Trouver le lieu décrit par le pôle G de la droite AB, par 
rapport à A. Ce lieu est l'ellipse qui correspond à Téquation 

x^ , _^ yl 

/ a' -f 6» y 
\ 2b ) 

^ Démontrer qu'en désignant par cp l'angle d'anomalie du 
point M, réquation du cercle AMB est 

a* + 6« 
X* -f- y* — 200; cos cp 7 2/ sin 9 -j- a' = o. 

3"* Lieu des points de contact des tangentes menées de 

l'origine aux cercles AMB. Ce lieu est le cercle A lui-même. 

4** Enveloppe des cercles AMB. On trouve deux cercles, 



j; i_ if - 
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correspondant aux équations 

5° Lieu des centres de similitude du cercle principal A et 
du cercle mobile AMB. 

N. B. — Les renseignements donnés dans cette question ont 
pour but d*en faciliter la solution. On doit pourtant observer 
qu'ils ne sont pas absolus, et quune erreur de calcul, de tran- 
scription ou ^impression est toujours possible. (G. L.) 

ERRATUM 



Page 80, ligne 15, au lieu de est à la même place, lire : est la 
même. 

AVIS 

Nous rappelons à nos lecteurs que les solutions qu'ils 
nous envoient doivent porter en tête : 

Le numéro de la question ; 

Le nom de l'auteur de la solution, ainsi que rétablissement 
auquel il appartient; 

L'énoncé complet de la question proposée. 

De plus, s'il y a des figures, celles-ci doivent être faites 
avec beaucoup de soin et sur des feuilles à part. 

Enfin, nous prions nos lecteurs de mettre les diverses 
questions sur des feuilles séparées, pour faciliter le classe- 
ment des solutions, et éviter des oublis ou des erreurs. 

Ces solutions sans aucun avis d'envoi peuvent être adres- 
sées sous bande ou sous enveloppe ouverte. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 



IMPRIMERIE CENTRALE DBS CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. ~ -12072-4. 
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NOTE DE GEOMETRIE 

APPLICATIONS NOUVELLES DES TRANSVERSALES RÉCIPROQUES 

Par M. €)• de Lonn^ehamps* 



1. — Imaginons une courbe U formant la figure de réfé- 
rence et proposons-nous de transformer une autre courbe V 
d'après la loi suivante : 

Ayant mené à V, en un point M, une tangente A, cette droite 
rencontre U en un point A et Von prend le symétrique de M, 
par rapport à A; le lieu de ce point W est une certaine courbe V 
qui est transformée de V, d'après la loi que nous venons de for- 
muler. 

Nous voulons montrer comment on peut construire la 
tangente au point M', à V; nous aurons à considérer, dans 




Fig. 4, 



les explications qui suivent, ces droites que nous avons nom- 
mées transversales réciproques; et nous établirons d*abord, 
à propos d'elles, un théorème très simple. 

2. Théorème. — Si Von considère un triangle ABC, et 
une transversale A; la transversale réciproque A' est un dia- 
mètre de la parabole U qui est inscrite au quadrilatère formé 
par ce triangle ABC et par A. 

JOURNAL DE MATH. SPÉG. 1884> 
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Considérons, en effet, la droite A qui coupe les côlés du 
triangle ABC, aux points A',B', C; prenons les points A', B", 
C, symétriques des points A', B', C, par rapport aux milieux 
des côtés de ABC, et soit A' la droite qui passe par A'', B" 
et C. Le quadrilatère complet formé par le triangle ABC et 
par la droite A a pour diagonales les droites AA', BB^ CC, 
dont les milieux sont représentés en a, p et y. Nous allons 
d*abord remarquer que les points a, f , y, forment un sys- 
Icmc homolbétique avec A', B' et C; Thomothétie est in- 
verse, le rapport est égal à 1/2 et le centre de rhomothétie 
est le centre de gravité du triangle ABC. 



Fig. i. 

En effet, menons par a une parallèle à BC, elle passe par 

le point P, milieu de AB, et par le point Q, milieu de AC. 

Nous avons d'ailleurs 

A'B = 2aP, 
et, par suite, A'C = 2aP„ 

Il résulte de cette remarque que A"a passe par le point G 
qui partage CP dans le rapport de i à 2, c'est-à-dire par le 
centre de gravité de ABC. 

Cette observation s'applique aux droites B'p, Cy, qui, elles 
aussi, passent par le centre de gravité de ABC et s'y par- 
tagent mutuellement dans le rapport de i à 2. 

D'autre part, on sait, par le théorème de Newton sur les 
coniques inscrites dans un quadrilatère, que la droite (apy) 
est le lieu des centres de ces coniques; ainsi (apy) est parai- 
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lèle à Taxe de la parabole U; la droite A"B'G", transversale 
réciproque de A'B'C est donc parallèle aux diamètres de la 
parabole inscrite au triangle ABC et tangente à À'B'C. 

3- — Cette remarque étant faite, considérons deux tan- 
gentes voisines AA', BB', sur la courbe V, et prenons 

A' A' = AA', B'B' = BB', 
les points A', B", appartiennent à la courbe V, transformée 
de V d'après la loi que nous avons adoptée, et nous nous 
proposons de déterminer la position limite de A'B'' quand 
le point B vient coïncider avec A. 
A cet effet, prenons 

AT = MA et B'Q = MB, 




Fig.3. 

les droites AB et A^B" sont deux transversales réciproques 
par rapport au triangle MPQ. D'après le théorème que nous 
avons établi tout à l'heure, la droite A^'B" est donc parallèle 
au diamètre de la parabole inscrite au triangle MPQ, et 
tangente à la droite AB. 

Nous allons chercher ce que devient cette parabole quand 
les points A et B se confondent. 

Les droites MA, MB et AB sont trois tangentes à la para- 
bole qui nous occupe, et le cercle circonscrit au triangle AMB 
passe par le foyer de celte courbe. A la limite, le cercle 
circonscrit à AMB devient le cercle, A décrit sur la droite qui 
joint le centre de courbure, au point A, comme diamètre. 
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D'autre part, le cercle circonscrit à MPQ, cercle qui 
passe, lui aussi, par le foyer de la parabole, a pour posi- 
tion limite la circonférence A' qui passe par A par A' et qui 
est tangente, au point A", à la droite A'T' menée par A'' 
parallèlement à AT; celle dernière droite étant la tangente 
à la courbe TJ, au point A'. Le point F, ainsi déterminé par 
rintersection des cercles A et A', est le foyer de la parabole. 




Fig. 4. 



Si Ton considère maintenant les demi-droites A"A et A'T', 
qui forment un angle inférieur à tt et qui comprennent le 
point F; la droite A^'6, droite bien déterminée, qui est symé- 
trique de A^'F par rapport à la bissectrice de Tangle AA'T', 
est la tangente cherchée. 

Mais on peut encore étendre les considérations qui pré- 
cèdent à des transformations plus générales que celle qui 
vient de nous occuper, comme nous allons le montrer. 

4. — Considérons, comme tout à Theure, une courbe V 
que nous nous proposons de transformer ; mais au lieu de 
constituer la figure de référence avec une courbe U, suppo- 
sons que cette figure soit formée par deux courbes \J^, U,. 
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Si nous menons à V une tangente quelconque et si nous 
prenons 

R,M' = MRi 
le lieu décrit par le point M' est une certaine courbe V trans- 
formée de V, par la loi que nous venons d'imaginer. 




•/M' 



V' 



Lorsque les courbes Ui et Uj coïncident, on retombe dans 
la transformation définie plus haut. Nous nous proposons 
de construire la tangente, au point M', à la transformée V. 

Nous supposons, bien entendu, que Ton sache tracer les 
tangentes aux courbes V, Uj, U„ et aussMe cercle oscu- 
laleur en un point donné sur la courbe V. 

5. — Considérons deux tangentes voisines AA', BB', à V 

et prenons 

A.A'rr^AAi, B,B' = BB,; 

nous voulons trouver la position limite de A'B' quand B se 

confond avec A. 

A cet effet, prenons 

A'a = MA, B'p = MB (*). 

Les trois segments 

AjAj, Ma, AA' 



(*) Il faut bien observer que, dans les égalités que nous considérons ici, 
comme dans toutes les relations de la géométrie des transversales, les seg- 
ments ont un signe bien déterminé ; et quand nous écrivons 

B'p = MB, 
nous entendons non seulement que ces deux longueurs sont égales, mais que la 
direction de B' à ^ est la mAme que celle de M à B. 
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ont le même point milieu; et celte remarqae s'appliqae aux 
trois segments 

B^B,, Mp, BB'. 
Les droites A^B^ et A^Bj sont donc deux transversales 
réciproques du triangle Map et elles rencontrent a^ en deux 
points qui sont symétriques par rapport au milieu de ajB. 




Fi9' S' 

Lorsqu'on passe à la limite, lorsque le point B vient coïn" 
cider avec A, la droite ap a une position limite bien déter- 
minée à A, qui s'obtiendra en menant par A' une droite parta- 
gée en deux parties égales par ce point et par les tangentes 
aux courbes U^, Uj, aux points Ai, Aj. 

6. — Revenons maintenant à la figure 6, et remarquons 
que AB et A'B' sont aussi deux transversales réciproques du 
triangle Map; ainsi, A'B' est parallèle aux diamètres de la 
parabole qui est inscrite au triangle Map et qui est tangente 
à AB. 

A la limite, le foyer de cette parabole appartient au cercle 
osculateur de V, au point A, et comme la parabole est 
tangente à ap, par suite, à la droite A que nous avons déter- 
minée tout à l'heure, le foyer s'obtient comme nous l'avons 
expliqué plus haut (fig. 4). On en déduit la direction des 
diamètres et, par conséquent, la tangente, limite des posi- 
tions de A'B'. (A suivre.) 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES i¥i 

NOTE D'ANALYSE BÉCURRENTE 

Par M. R* Mjeira,Tmmneur, élève au Lycée Charlemagne. 

[Suite, voir p. 109.) 



V. — De la formule af'^^*^ = (2m + i) ! on déduit 

a?"»' = (2m) ! 
Alors la seconde des formules du tableau (A) nous donne 

on a aussi 4^"*^ z= (2m + 2)4^"*^ + (2m — i)(2m — i) ! 
42'"-^^ = (2m 4. Oaf'^^) _|. (2^ _ 2)^2m — 2) il 

42'»-*>=(2m— Â:+2)ai'^*-*+(2m-Jt-i)(2mA'— i)!(^(P«) 

4 = 6a^» + 3 . 3 ! 

ai^> = 542^ + 2 . 2 ! 
Enfin nous avons calculé y^\ et vu que dans cette dérivée 
«tf = I. Je multiplie la première formule par i, la seconde 
par (2m + 3), la troisième par {2m + 2) {2m + 3), etc., la 
(k 4- i)® par (2W + 3)(2w4-2) . .. (2m — Â + 4)(2m — A + 3), 
etc., la (2m — 3)® par 7.8... (2m + 2)(2m + 3), la der- 
nière par 6.7... (2m + 2)(2m + 3), puis j'ajoute toutes 
ces équations membre à membre, ce qui me donne 
^(2in+i)_ 2^ (2^), _^ (^2m—ï){2m—i) ! (2m+3) 

+ (2W — 2)(2W— 2) ' (2W4-2)(2m + 3) + . » 

+ (2wi — A — i)(2m — A; — i)! (2m — /:-^3) 

X (2W — A: + 2) ... (2W + 2)(2m + 3) -j- . . . 

4- 3 . 3 ! 7 . 8 . . . (2m + 2)(2m + 3) 

-f- 2 . 2 1 6 . 7 . . . (2m -|- 2)(2m -|- 3) 

-j- I • I 1 5 . 6 . . . (2m + 2)(2W + 3), 

ou bien 



ai2-+i) = (2w+-3)! r 



2m 



{2m + l)(2m + 2)(2W + 3) 



2m — I 2m — 2 

+ 2m(2m + t)(2m + 2) + (2m - i)2m(m + i) + - 

2m — A — I ^ 

+ 7rz hu^^ ^ h i .M^. h A ..\ + .•• + 



(2w — k){2m — fc + i)(2m — fc + 2) * 4.5.6 

3.4.5 '2.3.4J 
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La question revient donc à sommer la série de fractions 
comprise entre les parenthèses. 

VI. — On a d'abord 

S =_-L_ = _i^J_, 
* 2.3.4 2* . 3 . 4' 
puis 

S. . . . . ..... ... _ 

4. 5 

2 . 3 



lUlS 

** "^ 2» . 3 . 4 "^ 3.4.5 ~T74\"2«' "^ T/ 2*. 3. 4. 



En ffénéral, soit , ' ^ * 

c (n— i)n 

^«-1 — ::i 



2«(n+i)(n + 2) 
g _ (n— i)n n 



2«(n + i)(n + 2) ^ (n + i)(n + 2)(n + 3) 
n r« — I I 1 

— (n+ i)(n + 2)L'^ ^ n+3j 
Mais (n — i)(w + 3) -f 2* = n* + 2n + i = (n + I)^ 

Donc S„ = !^i^L±ii . 

2\n + 2) {n + 3) 

La quantité entre parenthèse est donc 

^ 2m . (2m +1) * 

^"^ 2* (2m 2) + (2m-|- 3) ' 

Il en résulte que la formule de a^""^^^ devient 

^ ^ ^2*(2m+2)(2W+3) = (2W— l)!L 2 J 

VII. — Connaissant la formule qui donne 4^"*"*"*\ nous 
pouvons maintenant chercher celle qui donne af"''^^K En effet 

Qfj2m) __ ^2^ — ^jj 1 ^ j^^ troisième formule du 

tableau (A) devient 

cr^"= (2m+ 5K"" + (2m-2)(2m-2)! p»>-'W 

puis j'en déduis 

ar = (2m +4)af-" + (2m-3)(2m-3)! P'"-")^'"^- ' ? 

J"-«'= (2m +3)*'^-»-^,' + (2m-4)(2m-4)!p"^~^^f *"-")]' 
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«f-*' = {2m— k + 4) a?"-*-*' + (2m— A— 3)(a»»--ji^3)! 

■(2m — k — 2)(2»n — k — 1)1* 



r(2m — k — 2)(2»n — k — i)"]' 



af = 10 «i'' + 3 . S'T^-f-^l' 



4*' = «i" = 



[¥] 



Je multiplie la première de ces équations par i, la deuxième 
par {2m + 5), la troisième par (2m + 4)(2W -\- 5),-. . . la 
(fc-j- i)«par 

(2m — A; -f- 5)(2W — A; + 6) • • • (2m + 4)(2m + ^)» • • • 
Ja (2m — 4)® par 

II . 12 . . . (2m + 4)(2m + 5), 
la (2m — 3)® par . 

10 . II ... (2m 4-4)(2t»4- 5), 
la dernière par 

9 . 10 . . . (2m + 4)(2m + ^)> 
puis j'ajoute, ce qui me donne 

aP-+*> = (2m - 2)(2m - 2) ! p^-02m j 

. , «w ov . r(2W — 2)(àm — i)"]2, , ^. 
+ (2m — 3)(2m — 3) ! i ^-^ ^ (2W + 5) 

• r(2m — 3)(2m — 2)12 , 

4- (2m— 4)(2m— 4) ! ^^ '- • (2wH-4)(2W +5) 

, ox/ 1 ox.r(2Wi — k — 2)(2m — k — iT 
I . . . + (2m- ft— 3)(2m— i— 3)!p ^^ 

(2m — ft + 5) . . . (2m + 4)(2W + 5) + . . . + 3 . 3 ! 

{— — j II . 12... (2m + 4)(2wi + 5) + 2 . 2 ! l — —j 

/2 3\2 

(2m + 4)(2m + 5) + I . I î^^-7— j • 9 • 
(2m + 4)(2m + 5) ou bie)i a?-+*^ = ^'"^ ^ ^^ ' 
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10 . II ... (2m + 4)(2m + 5) -|- I . I ! ) . 9 . lo . . . 



im 



[ 
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(2m — 2)(2m — i)2m 



(2» -f i)(2w + 2)(2W + 3)(2m + 4)(2m + 5) 
(2m — 3)(2m— 2)(2m— 1) 



+ 
-+■ 



2m(2m + i)(2m + 2)(2m + 3)(2m + 4) 
(2m — 4x2m — 3)(2m — 2) 



+ ...-I 



(2W — i)2m(2m + i)(2m + 2)(2m + 3) 
(2m — fc — 3)(2m — k — 2)(2m — A: — i) 



(2m— A)(2m— /ci-i)(2m-fc+2)(2m— fc+3)(2m— &-I-4) 

. I 3.4-5 ^ ■ 3 '4 

"+■•••■^6. 7. 8. 9. 10 ^5.6.7.8.9 

1 .2.3 "] 

+ 4 . 5 . 6 . 7 . 8 J • 
Reste à sommer la série de fractions comprises dans les 
parenthèses. 

VIII. — Or S, = 1 ' l\ — T 

4.5.0.7.8 

1.2.3.4 

8 • 



i2 



4'^ . 5 
I . 



6.7 
.3.4 



J'en déduis S» = ■— r^ — ^ ^ o 

4* . 5 . . 7 . 



+ 



5 . 6 



8 . 9 



ou S- = 



5.6.7.8 



L 4' ^ 9 J 



2 



4* . 5 . 6 . 7 . 5 . 9 



(n 
Soit en général Sn-i = 



4* . 6 . 7 . 8 . 9 

- i)n(n 4- 00^ + 2) 



4* . (n + 3)(n + 4)(n + 5)(n + 6) 
' " ~ 4Hn + 3)(n + 4)(w + 5)(n + 6) 



+ 



nfn + i)(n-f- 2) 



(n + 3)(« + 4)(n + 5)(n + 6)(n + 7) 

n{n -\- i){n -\- 2) fn — i i "1 

~ (n + 3)(n + 4)(n + 5)(n + 6) L 4' n + 7J * 

Mais (n — i)(n + 7) + 4» = n> + 6w + 9 = (n + 3)», 

T, c _ n{n 4- i)(n + 2)(n + 3) 

" ~ 4'(« + 4)(» + 5)(n + 6)(n + 7) 
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., ,., . c (2m— 2)(2m ^ r)2m(2W +• i> 
J'en déduis Sj^^a = -rr ; — rr r-^ — 1 — ^7^ — TT; 

4'(2W -f- 2)(2W -J- 3)(2W + 4)(2W + 5) 



Donc 






(2m — 2)(2I» — l)2W(2m + 



4* • (2WI + 2)(2m + 3)(2W + 4)(2m + 5) 

-, , r(2w — 2)(2m — l)2W(2m + l) 1* 

= (2m — 3) ! -^ — ^ ■ — - . 

L 2.4- J 

IX. — Connaissant 0Lf^'^^\ on pourra calculer le coefficient 

suivant, oj^"*"^*^, et ainsi de suite de proche en proche. En 

général, supposons que Ton ait démontré que 

L 2.4... .{2k — 2)2A: J 

et calculons le coefficient suivant. 
On a 

(2m — 2A:-|-i)(2m — 2fc-f-2). . .(2m — i)2m']2 



«2k = 



(2m 2A:) I • 



J 



2.4... {2k — 2)2fc 

Je puis alors former le tableau suivant : 

<V^ = (2m + 2A: + 3) agrA + (2W — 2ft)(2m — 2k) l 
2W — 2k + i)(2wi — 2fc + 2) . . . (2m — i)2m"|2 

2.4. . . (2k — 2)2fc J 

agrtt*^ =(2m+2ft-f 2) 4W)-|-(2wi-2A:-.i)(2w— 2fc— l)! 
(2m — 2fc)(2m — 2/: + • • • (2W — 2)(2m — l)"]2 



p 



I 



2.4. . . (2k — 2)2fc 

=(2m+ 2k + i) 4M.^^^+(2m— 2ft— 2)(2W— 2A;— 2)1 

{2m — 2k — l)(2m 2^) . . . (2m 3)(2W — 2)"|2 



2.4. . . {2k — 2)2k 



1 



(P2k+2) 



• W2U2 = (A+ 2i + 2)a(^| +(/l- 2k— l)(h—2k — l)\ 
nh — 2k){h — 2k + l),..{h — 2)(h — l) 12 
L 2.4... (2A: — .2)2k J 



ai«J*>= 



fl,l2*+3), 
*2*+2 • 



I 



^(2*+2). 
*2*+2 - 



J - - " 

(4^+s).eA.+....[ :::v:"U'-t;tf r 

_^^,r 2.3 . . . 2fc(2fc+ i) Y 

* L2 . 4 . . . {2k — 2)2k J 



«2* 
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Je multiplie la première équation de ce tableau par i, 

la deuxième .par 

2m-\- 2k -{- 3, . 

la troisième par 

(2m -{- 2k -{- 2){2m + 2*: -|- 3), ... 
la (m — /i + ^Y V^^ 

(A + 2fc + 3)(/l+ 2/? + 4) . . . (2W+ 2k + 2)(2m 4- 2fc + 3), 

. . . la*(2m — 2k — 2)® par 

(4*: + 7) • • . (2W + 2fc + 2)(2m -f- 2A: + 3), 
la (2m — 2k — i)® par 

(4fc + 6)(4A: + 7) . • • (2m + 2fc + 2)(2W + 2fc + 3), 
la dernière par 

(4^ + 5)(4ft + 6) . . . (2W + 2fc + 2)(2m + 2*: + 3) ; 
puis j'ajoute et j'ai a ^^2*^ = (^w 

,. , r2m — 2k-\- l)(2W — 2^+2) ...(2Wl — i)2m"l* 

— 2A;)(2m— 24) ! '—^ ' \ ^ '— 

^^ L 2.4^... (2A: — 2)2A: J 

1 / I \/ / ., r(2m— 2*) ... (2m— i)]' 
+ (2m-2ft-i)(2m-2A-i)![-^ ^— ^^^^^ J 

(2W-f^2i+3)+ (2WI — 2A: — 2)(2m — 2 — 2)1 

r (2m — 2A; — i)(2m — 2k) ,. , (2m — 3)(2m — 2)] 

L 2.4 .. . {2k — 2)2A: J 

2m + 2ft + 2)(2m + 2A: + 3) + + 

1/. ^ V,. ^ ,r (ft- 2fc)(A-2fc+i). . .(fe~2)(fe-i) y 
+(/i— 2i— l)(/l— 2*— I ! -^^ '-^ *—^ — ^-— -p ^ 

' ^ '^ L 2.4 ... (2À: — 2)2fc J 

(ft+2fc+3). , .(2m+2fc+3)+. . .+3.3îr±^:::^^^ 

^ ^ L 2.4...(2A — 2)2A: J 

+ 5)(4fc + 6). . .(2m + 2fc + 3). 
Ou bien 



[ 



^(2m+i; _ (2m + 2A: + 3)1 
^^^* ~" [2.4...(2fc — 2)2A:p 

{2m — 2k)(27n — 2k -{- i) . . . (2m — i)2m 

{2m + l)(2m + 2) . . . (2m + 2i + 2)(27/2 + 2A: + 3) 

(2m — 2A: — i)(2m — 2k) .. , (2m — 2)2m — I 

■ I ■ I — ■ — • 

2W(2m +0 • • • (2Wl -\- 2k -f- l)(2m +2^ + 2) 



^ 
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(2m — 2fc — 2)(2m — 2k — i) . . . (2m -^ 3)(2m — 2) 
(2m — i)2m . . , (2m + 2Â:)(2m -|- 2/c + i) 
(A — 2t — i)(/i — 2fe) ... (A — 2){h — i) 

+ •••+ /i(/i+ x)...(/i+2ft+ l)(/l + 2A+2) + ••• 

3.4 . . . (2fc + 2)(2fc + 3) 



(2* + 4){2fc + 5) . . . (4* + 5)(4A: + 6) 

2.3 ... (3A: -|- i)(2k-\- 2) 

+ (2*+ 3){2k + 4) . . . (4fc + 4)(4/r + 5) 

1.2... 2^(2*+ l) 1 

+ (2fc +, 2)(2* + 3) . . . (4* + 3)(4fc -f- 4) J- ^' P™''^^'"'' 
revient à sommer la série de fractions entre parenthèses. 

1.2... 2i(2A:-(- i) 

*" * ~ (2À:+2)(2A:-h3)...(4fc+3)(4fc-|-4) 

1 .2 .. . (2A+ i)(2A:-f- 2) 

"" {2k + 2Y(2k + 3) . . . (4* + 3)(4fc + 4) • 

1.2... (2A: 4" I )(2fc + 2) 



+ 



{2k + 2)'(2A + 3) . . . (4A -F 3)(4Â: + 4) 

2.3 . . . (2A + l)(2fc + 2) 



(2fc + 3)(2fc + 4) . . , (4A +4)(4 + 5) 
_ 2.3 ... (2fc+ i)(2A; -f-2) r I il 

- (2fc + 3K2A: + 4)...(4* + 4) Ll^^T^ ■*■ 4^+^]' 
Or (2Â; + 2)^ -f (4fc + 5) =4fc* + 12A; + 9= (2A+ 3)»; 

_ 2.3...(afe+2)(2t + 3) 

*"'*' ''^ - (2fc+ 2)»(2ft + 4) . . . (4A + 4)(4/^ + 5) • 

Soit en général, 
ç, I (n — i)n...(n+2Â: — i)(n-(-2Â:) 

'*^*~ (2fc4.2)«(n-|-2A:f i)(n+2/:+2). . .(n+4fc+i)(n+4A:+2) 



Sn = 



(n — i)n . . . (n -fr 2k — ï)(n+ 2A:) 



(2Â: + 2)\n -f 2A: + i) . . . (n + 4Â: + i)(w + 4^+2) 
n(n + • • • (^ + 2fc — i)(n + 2A:) 
"*" (n -1- 2A: + i) . . . (n 4- 4& + 2)(n + 4A: + 3) 
n(n+i). . .(n+2A: — i)(n-f2ft) î" n — i , i "] 

"~ (n+2A+i)...(n+4fc-f-i)(n+4fc+2) L(2A:+2)* "^ n+4fc+3j 
Or(n— i)(n+4A- + 3)-|-(2ft+ 2)» = n»+ 4A:» + i +4*^ 

4-4^ + 2n= (n 4- 2A: -f- 0*« 

Donc S — n(n4-i). . .(n-i-2A:)(n4-2A:+i) 

"~ (2A:4.2)«(n4-2fc-f2)...(n4-4it4-2)(n4-4fc4-3) * 
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. (2m — 2k){2m—2k-\'i). . .2m(2m'\-i) 

Ainsi t>i^u — (2i-L2)«(2m4-2)(2iii+3). . .(2ifi+2A-}-3) • 

Alors au«-> - (2iit + 2t+3)! 

^*^ [2.4... l2t— 2)2*]* • 

(2m — A')f2m — 2i-|- ') ••- 2m(2iii + i 
(2* + 2)'(2m + 2j(2iii + 3) ... (21» + 2* 4- 3) 
_ . „ ^i. , [ (2m—2k)(2m — 2k-\- 1)... 2m(2m+ i) 1* 

_ (2m -2^- I 1^ 3.4... (2A— 2)24(2*4-2) J • 

XI. — On a donc yt2»+2) ^(i — x*j*"»+3=: (2m + i) ! x2-»+ 
+ (2m- 3)1 [ ^^"^ - ^^^^^ - 0^"'(^'» + .) J^^^^ 

+(—*-')'• p— ^)<^£^:>--^-+')] '^-> 

L 2.4.. .(2m — 6)(2m — 4) J 

-u 3 ! r 4-5 .. 2m(2m+i) 1'^, 
' L 2.4. ..(2m — 4)(2.w — 2) J 



, , r 2.3 ... 2m.(2m 4- i) 1* ^ ^ ,, ,- ^ 

/ M 9-. 1 / x.r(2Wi — i)2m1* ^ „ 
= (2m) ! x^ 4- (2m — 2) ! -^ — a^"*-2 

+ (2m - 4)! |^^^^-3)(2m-^2)(2m-i)2mp^^ _j^ ^ ^ ^ 
4.(2m^2 A) ! r (2^-2*4- i)(2m-2/;+2). . .(2m~i)2m ^ 

' ^ ^ L 2.4 ... (2* — 2)2fc J 

4. . 4- 2 ! r 3.4...(2»i--i)2w ]*^,_i_r i*2...(2ffl~-i)2m 1» 
* L2.4...(2m— 4)(2m— 2)J L2.4...(2w— 2)2mJ * 

XII. — Voici une remarque intéressante sur les fonc- 
tions No, Ni, etc. . . . Np. 
On a No= I ; Ni = a?; W^= i = i«No. 
N, = 2X* 4- I » donc N', = 40? = 2*Ni. 
Na = 603» 4- 9X, donc N's = i Sac* 4- 9 = S^N, . 
Ainsi l'on a N', =i«No; N',=2^Ni; N', = 3«N,. 
En général supposons que Kp^i=(p — i)*Np_2. 
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On sait que Np=:(i — x^)Kp^i -|- (2p — i)xNp_i . 
DoQC Np = (p — i)*(i — ir*)Np^2 + (2P — i)x^p^i. 
Prenons la dérivée des deux membres : 

Np= (p — i)Hi — a:«)N'p.2 — 2x(p~ i)«Np_2 + (^p — i)Np_i 

+ (2p— i)a;N'p^i. 
ou N'p = (2p — I )x(p — I )«Np^2 + (p — 1 )*( I — a;*)N'p^ 
+ (2p- i)N^i = (p- i)«[(2p-3)ccNp_2+ (I -X«)N'p_2] 

+ (2p — I )Np_i — 2a;('p — I )*Np_2 . 
Donc N'p=[(p— i)« + 2p--i]Np_i =p«NjMi. 
Np est la primitive de Np.i multipliée par le carré de p. 

Note de la Rédaction. — La question précédente a été trai- 
tée, par une méthode différente et beaucoup plus simple, par 
M. Catalan. {Notes d'algèbre et ^analyse; académie de 
Belgique, 1877). Le travail de M, Levavasseur a seulement 
de l'intérêt au point de vue de la marche élémentaire sui^ 
vie par l'auteur. 

-■ ■» ' 

QUESTION 68 

Sol«tioB par M. Saillard, élève de Mathématiques spéciales, 

au Collège Ghaptal. 



Une ellipse passe par un point fixe A, et touche une droite 
donnée en un de ses sommets. Le rapport de l'axe parallèle à 
lu droite à celui qui lui est perpendiculaire est m. Par chaque 
point du plan passent deux ellipses satisfaisant à ces conditions. 
Lieu des points tels que les deux ellipses qui y passent soient ortho- 
gonales. Dans le cas où m = j, on aura pour lieu un cercle 
et un cercle point. Démontrer ce fait par la géométrie élémentaire. 

L'équation, d'une ellipse rapportée à un de ses axes et à 
la tangente à l'un des sommets correspondants est 

ûc* + 2ax , V* 

Rapportons l'ellipse à la tangente au sommet et à une 
parallèle au grand axe j/ = X; son équation sera 

x*± 2ax , (y + X )« 

-. + — ^r- = o. (i) 
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Prenons le paramètre X, tel que la droite y = X dans le 
premier système, passe par le point donné A. 
Alors les coordonnées de A dans le dernier système seront 

y = o, x = p. 
L'ellipse passe par ce point; nous aurons donc 

a- +"F-''- ^^^ 

De plus, nous avons la relation 

— := m. (3) 

a 

Éliminons a et 6 entre les équations (1), (2), (3) et nous 
aurons 

m'ag' + (y + ^)' _ ^ 
m^p^ + X* "" p ' 
équation générale des ellipses satisfaisant aux conditions 
données par renoncé, ou 

m^px'^ + p{y + X)« — w«p*x — X'x + o. (4) 

Soit a, p, un point du lieu cherché; exprimons que l'el- 
lipse passe par ce point, on aura 

w«pa« + p(p + X)* — m*p«a — X«a = o. (6) 

Si nous tirons de celte équation en X deux valeurs de X, 
Xi, Xg, et que nous portions successivement ces valeurs de X 
dans l'équation (4), nous aurons les équations des deux 
ellipses satisfaisant aux conditions de l'énoncé, et passant 
par (a,p). 

Formons les coefficients angulaires des tangentes aux deux 
ellipses en (a,p), et exprimons que ces tangentes sont rectan- 
gulaires; nous aurons 

2m*pa — m'^p^ — Xf 2m*pa — m}p'^ — X2 .«. 

2p(î/ + ^,) * 2p{y+\) — ~^-v 

Posons m'^p = ç, l'équation (6) deviendra 

g(2(x — p) — Xf q{2(i—p) — ^2 _ ^ ^. 

2P(2/ + ^1) ' 2p(î/ + ^2) 



ou 



^»(2a ^ p)« ^ y(2a ~ p)(Xf + X^) + XfXJ _ 

4P'[P' + (^1 + ^.)P + V.] ~ • ^^ 

Mais dans cette dernière équation, nous avons des fonc- 
tions symétriques des racines X^, X, de l'équation (S) : 
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^HP — «) + 2\pp + q<t{a — pj + pp* = o. 
*. + A, - - yZTT' ^»*» — T^Ti 9»' 

(p — a)' — a 

En portant ces valears dans l'équation (8), on aura 

qui est Téquaiion du lieu. 

En remplaçant p par j/, a par x; en effectuant les simpli- 
fications et en transportant l'origine au point j^ ^ ^, on aura 

pour équation du lieu 

(ça;» + pi/«)* = 4p(p- + a;)[p(jf(a5« + j/»)— xy^) — xy*(p — ç)] 
ou bien, en remplaçant g par sa valeur = m*p, on aura 
[w*a2* + j/»]* — 4(p + ac)[pm*(a;* + t/*) — a;t/'(i — w*)] = o. 

Courbe du quatrième degré. 

Construction de la courbe : 

l^m < I. 

Nous construirons d'abord les régions dans lesquelles se 
trouve la courbe. 

Elle se trouve tout entière entre la droite x = — p et la 
courbe fm^x^ + t/*) — ocy\i — m') ;= o. Cette dernière 
-courbe se construira facilement. Elle sera tout entière du 
côté des X positifs et symétriques par rapport à Taxe des 

j/( AB = — \; elle a un point isolé à l'origine. 

\ I — wiv 

La courbe qui est le lieu cherché n'a pas d'asymptotes ; 
c'est une courbe fermée. 

Elle a un point isolé à l'origine (les tangentes en ce point 
sont isotropes). 

Les points où elle rencontre Taxe des y sont donnés par 
1/* — 4p*m*î/' = 0, j/ = db '^p^- 

Ceux où elle rencontre Taxe des y seront donnés par 
w*a5^ — 4Cp + x)pm^x'^ = o, ou m^x'^ — ^px — 4p* = o, 



_ 2p« v/4p» + 4P 

m 



«m» 



-•••:• V V 
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Nous pouvons chercher les conditions pour qu'une pa- 
rallèle à l'axe des y coupe la courbe en quatre points 
m^x^ — 4^p + x)pm*x^ > o. Nous voyons que, dans ce cas, 
la courbe serait hors des régions déterminées, ce qui est 
imppssible. La courbe affectera donc la forme d'un ovali*. 
avec un point isolé à Torigine. 

2« m > I . 

La discussion reste la môme ; seulement l'asymptote de 
la courbe, limitant la région se trouve du côté des œ né- 
gatifs. 

La courbe se compose encore d'un ovale et d'un point 
isolé. 

30 m = I . 

L — Géométrie analytique. 

L'équation devient dans ce cas : 

x(cc« + !/*)« — 4(p + x){x^ + t/»)p = o. 

Le lieu se dédouble en 

T* + 2/* = o 
et 

^' + 2/' — 4P(P + ^) = o> 
c'est-à-dire en deux cercles. 

On pourrait prouver facilement ce fait par la géométrie 
élémentaire. 

n. — Lorsque m = i , les ellipses deviennent des cercles ; or, 
lorsque deux cercles se coupent orthogonalement en un des 
points de concours, il en est de môme en l'autre point 
d'intersection. 

Transformons alors par rayons vecteurs réciproques en 
prenant pour centre d'inversion le point donné A. 

Les deux cercles, considérés pour une position quelconque, 
se transforment en deux droites, rectangulaires, puisque 
les angles se conservent. La droite donnée se transforme en 
UQ cercle, auquel les deux droites rectangulaires sont tan- 
gentes; lejdeu du point d'intersection est donc un cercle décrit 
avec R v/2 comme rayon ; le tracé formé de ce cercle sera 
un cercle ; on trouvera un cercle point en prenant o pour 
puissance d'inversion. c. q. f. d. 
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s II I 

QUESTION 69 

{iolation par M. Saillard, élève de Mathématiques spéciales au collège Ghaptal. 



Des coniques sont circonscrites à un losange; la bissectrice des 
diagonales coupe Vune des coniques en deux points A et B. De 
B, on mène la perpendiculaire BH, sur la tangente en A, lieu du 
point H. — Lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d*un 
point fixe sur la tangente enk. — Lieu des pieds des perpendicur 
laires menées d'un point fixe à la polaire d'un point fixe. 

I. — En appelant a la distance OA, b la distance OB, 
réquation de la droite AB est 

a 
en prenant pour axes les diagonales du losange. 
L'équation de CD sera 

a b 
Enfin l'équation générale des coniques circonscrites au 

losange ABGD, sera 

Pour prendre le pied de la perpendiculaire BH, on dé- 
crira sur AB comme diamètre un cercle, et on prendra l'in- 
tersection de ce cercle avec les tangentes aux points A et B. 

Le point est centre de toutes les coniques de la famille 
considérée; donc ce point sera en même temps le centre 
du cercle dont nous cherchons Téqualion. 

L'équation générale des coniques passant par l'intersec- 
tion de la conique (1) et de la droite y = x est 

(7+Ty--+^+(»-<7-v)=°- 

La condition pour que celte conique soit un cercle, est 
que l'on ait 

II 1,1 f^i^ ï ' 

av ojx ab \k V 
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L'équation de la circonférence sera donc 

(X' + 2/')j(7 + i)' + ^1 - ^ = °- (^) 

Cherchons maintenant Téquation de la tangente aux deux 
points A et B oîi la droite y = x coupe les coniques (1). 

en appelant a?o, Vx des points A et B. 

Cherchons sa valeur; elle sera donnée par l'équation (2) 
dans laquelle on fera y~= x 



Xq — 



(7H) + 



[ 



En portant cette valeur de xl dans l'équation (3) 

[(zHX7+l)+7(»+»)r=(7+iT+^-w 

Pour avoir l'équation du lieu, il suffira d'éliminer X entre 
les équations (4) et (2), et on aura 

—(ce — y){b^ - a^){a^ + y^) + a* 6» {x + y) = 2a'b'{x* + j/«) 

Ce lieu se décompose en la droite y = x, qui ne fait pas 
partie du lieu proposé dans le problème, et en une courbe 
du S' degré dont l'équation sera 

{y — x){x^ + y^y{a^ — b^)^ + 4a«6«(a« — b%v + y)(x^ + y^) 

+ 4a*6*(a; — y) = o. 

On voit facilement que l'origine est centre de la courbe, 
que la droite y =z x est asymptote, que la courbe a un point 
d'inflexion à l'origine; enfin qu'elle coupe les axes en des 
points toujours réels. 

II. — Soit a . p le point fixe. 

Le coefficient angulaire de la tangente en A est, comme 
nous l'avons vu dans le paragraphe précédent (équation (4), 



m = — 



I 
a» 


+ 


I 
ab 


+ 


X 

2 


I 
ab 


+ 


I 
6« 


+ 


X 

2 



L'équation d'une droite passant par le point ap et perpen- 



r 
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diculaire li la tangente sera donc 

y — P = r (^ "■ '')• (*) 

_ 4- _ 4- A 
a^ ^ ab ^ 2 

D'autre part Téquation des tangentes eu Â et B est (équa- 

lion (4) du paragraphe précédent) 

[(7+i)(T+f)+i<«+»)r=(T+iy+M^) 

On aura Téquation du lieu en éliminant X entre ces 
deux équations ; cette équation sera 

[w ~ 'h'Y^^ - P) î/ + c-^ - *) '^i* = i(y - py - («^ - ^y] 

et en transportant l'origine au point a? =^ a, t/ = p, on aura 
~, [yiy + P) + œ (œ + a)]' = (y» - Jcr'). 

Cette équation est l'équation du lieu, et la courbe se con- 
struira facilement en remarquant que celte courbe a un point 
double à l'origine; qu'elle est tout entière entre les droites 
y z=z X ei y =z — x, dans la partie coupée ; qu'elle est tan- 
gente à ces deux droites, qu'elle coupe l'axe de y en deux 
points réels et Taxe des x en deux points imaginaires; de ces 
conclusions nous déduirons la forme de la courbe. 

m, — Lieu du pied et la perpendiculaire abaissée d'un 
point fixe à la polaire d'un point fixe. 
L'équation générale étant 

l'équation de la polaire du point (x^ y^), sera 

_(^+f)7+*]+4(^+f)7H-'=° 

et celle de la perpendiculaire abaissée d'un point (a^), 
et eu éliminant X entre ces deux équations, on obtien 



x 
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l'équalion du lieu 

le lieu est un cercle passant par le point ap. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Mansion, professeur de C Université 

de Gandy à M. de Longchatnps. 

... Le dernier numéro du Journal de Uathématiques spéciales 
contient un article de M. Amigues sur la méthode de Bezout, 
à propos duquel il y a une observation sérieuse à faire. 

Il dit (p. 104): 

sont racines de 

Bp + Cp« + . . . = o. (1) 

Cette équation, de degré p, au plus, a pour ses /> racines 

/'(^i)» M • • • fM ; 

dont Tune d'elles est égale a la racine p =: o de (1). 

Ce raisonnement n'est pas probant. Si deux des expres- 
sions /(aj, . . . f{oLp) sont égales, par exemple /"(a*), /"(aj^+i), 
rien ne prouve que l'équation (1) ait deux racines égales 
à /"(ajk). On ne sait donc pas si (1) n'a pas pour racines 
/*(ai), /"(a,), . . . fia-p), chacune une fois, et de pïus p = o. 

Une difficulté semblable se rencontre aussidans le mode 
d'exposition de Falk, et aussi dans celui de Lemonnier, et 
vicie toutes les conclusions de ces deux auteurs. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



123. — Si Téquation 

a + 6ûC + cas* + ... -\- kx*^ = o 
a toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation 
2a + 6(p +'^x + c(pV2'+ p-N/'^")a;« + rf(pv^'+ p^v^jo;' 
+ . . . 4- k{ç^sl^ 4- p-V^jx»» = 0; 
p désigne une quantité arbitraire* (Laguerre.) 



Corriger comme il suit la question 123. 



(Mathématiques spéciales,) 



123. — Si réquation 

a + ^^ + ex* + • • • + ^'^'" =^ ^ 
à toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation 

2a + 6(p + ç>-')x + c(pv'''+ p-v^V + dip^J^^ p-v^)x« 

p désigne une quantité arbitraire. 

(Lagiierre.) 



N»6. 



' 
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124. — On fait une section droite dans un cylindre para- 
bolique. Par le foyer de cette section, on mène dans le 
plan de la courbe une perpendiculaire à Taxe, qui coupe la 
courbe en deux points A et B. Au point A, on mène dans 

! le plan de la parabole la normale AM à cette courbe ; puis, 
' par AM, on fait passer des plans variables. Lieu des foyers 
j des paraboles suivant lesquelles ces plans coupent le cylindre. 
Ce lieu est une courbe plane. (Amigues.) 

125. — Une parabole de forme invariable glisse entre deux 
droites rectangulaires Oa;, Oj/; trouver le lieu décrit parTex- 
trémilé du diamètre qui passe par l'origine. — La courbe est 
du huitième degré; mais elle peut se mettre, en coordonnées 
polaires, sous la forme remarquable 

-^ = T — 4 COS (O. 

p 

Déduire de cette équation les points d'inflexion que 
présentent les quatre branches de la courbe. (G. L.) 

126. — On considère un triangle ABC et une parabole. ^ 
On mène à la parabole une tangente D, parallèle au côléBG, 
et du point A on mène à la parabole des tangentes qui 
rencontrent la droite D en A' et A'. Opérant de même pour 
les deux autres côtés, on obtient six points A', A", B', B", 
C, G*. Démontrer que ces six points sont sur une conique 
qui contient A, B et G. (WeilL) 

127. — Un cercle passe par le foyer d'une parabole, et 
rencontre^cette courbe au point A. En ce point, on mène 
la tangente à la parabole, laquelle rencontre le cercle au 
point B. Au point B, on mène la tangente au cercle. Démon- 
trer que cette droite est tangente à la parabole. ^ (WeilL) 

128. — Étant donnés sept points dans un plan, on fait 
passer par cinq d'entre eux une conique, et J'on joint les deux 
autres par une droite qui rencontre la conique en deux 
points Al et Aj. Opérant ainsi sur tous les points successive- 
ment, on obtient quarante-deux points. Démontrer qu'il 
existe une courbe du sixième degré passant par ces quarante- 
deux points, et ayant les sept points donnés pour points 
doubles. Trouver son équation. (WeilL) 
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129. — Trouver toutes les équations du troisième degré 
telles que, si x^ est une de leurs racines, convenablement 
choisie, les deux autres soient 

^i + ^ et - ' 



(Weill.) 

130. — Trouver les équations du sixième degré telles que, 
si x^ est une quelconque de leurs racines, les autres soient 

X^ I "^ Xi I ■ 'I tX/j ^'^l 

131. — On considère une ellipse E,et sur le grand axe 

AA' quatre points fixes P, P'; Q, Q'; étant le centre de E, 

on suppose 

OP = OP' = d, 

OQ = OQ' = d\ 

Ceci posé, on prend sur E un point mobile M, et on joint 
M aux quatre points fixes. Ces droites rencontrent Tellipse 
en des points C, G'; D, D'; les droites CD, CD', se coupent 
en un point I dont on demande le lieu géométrique. 

Ce lieu est Tensemble de deux coniques. (G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE 

APPLICATIONS NOUVELLES DES TRANSVERSALES RÉCIPROQUES 

Par M. C}* de Longeiiampa. 

[Suite, voir p. 121.) 



7. — I/applicalion des transversales réciproques à la con- 
straction des tangentes nous a déjà occupé (*), et nous avons 
montré comment on obtenait, par un procédé des plus 
simples, le tracé dos tangentes aux courbes que nous avons 
nommées courbes concho'idales et courbes diamétrales. Mais 
nous voulons revenir ici sur cette construction, pour Té- 
tendre à des courbes plus générales que celles que nous 
avons considérées dans les articles cités. 

Nous rappellerons d'abord la définition de ces courbes. 

8. — Imaginons une courbe V que nous voulons trans- 
former au moyen Y 
d'une autre courbe U V\ 
formant la figure de 
référence, et considé- 
rons une tangente à 
V rencontrant U au 
point A ; si nous pre- 
nons 

AM' = AM'' = ft, 
(ft désignant une Ion- 
gueur donnée), le lieu • 

du point M', ou du point M^ est une certaine courbe Y que 
nous nommons une concho'idale, par rapport à U. 

Considérons maintenant une figure de référence formée 




(*) Journal, année 1880, p. 272; et Journal do Math, spéc,^ année 1882, 
p. 25. 
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pftïdeux tourbes Ui,U,;si nous menons à la courbe V une 
tangente quelconque rencontrant U| au point Ai, U, au 
point A,, le lieu décrit par le milieu de A^ A, est une cer- 
taine courbe Y' 
que nous appel- 
lerons courbe dia- 
métrale. 

Dans le cas par- 
ticulier où V se 
réduit à un point, 
les conchoïdales 
deviennent des 
concboïdes ordi- 
naires et si, dans 
la figure 8, on 
suppose que V 
représente un point rejeté à Finfini et que les courbes U^ et 
tTg forment une seule et même courbe, on retombe dans les 
courbes diamétrales, qui sont ordinairement considérées. 




fig. È. 




Fig, 9. 

Nous avons supposé, dans les articles que nous avons 
rappelés, que la courbe V se réduisait à un point; nous 
allons maintenant traiter un cas plus général, V étant une 
<iourbe quelconque. 



9. — Examinons d'abord le cas des conchoïdales, courbes 
définies comme nous venons de le dire, et considérons denx 
tangentes voisines MA, M'A^ Si nous prenons ky. = Ay = fc, 
les points ^ et fx' seront deux points voisins de la conchoï- 
dale, et nous nous proposons de chercher la position limite 
de [il[k\ 




Fig. 40, 

Aeeteffei, prenons 

RB = RB' = A, 
les deux droites AA', BB' sont deux transversales réciproques 
du triangle R \i.\t!\ elles rencontrent donc \L\k en deux points 
symétriquement placés par rapport au milieu de fx(A'. 

Si maintenant nous passons à la limite, si nous supposons 
que le point M' vienne se confondre avec M, BB' a pour 
position limite une droite B'^E, perpendiculaire à MA, en un 
point B'', choisi de telle sorte que Ton ait MB'' = Af* = A. 
La droite AA' devient la tangente AK à la courbe U, au point 
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A, et la tangente à la conchoïdale est donc une droite pas- 
sant par (A et partagée en deux parties égales par les droites 
AK, B"K. La figure il montre la construction quil faut 
faire pour trouver la tangente TT'; la droite TT' est paral- 
lèle ii 60', diagonale du parallélogramme obtenu comme 
l'indique la figure. 

Si Ton considère le second bras de la conchoïdale, celui 
que Ton obtient en prenant 

vA = v'A' = A, 




Fig, 44. 



on voit que BB' et w' sont deux transversales réciproques du 
triangle RAA'; elles rencontrent donc AA' en deux points 
symétriques par rapport au milieu de AA', et pour obtenir 
(fig, il) la tangente au point v, il suffit de joindre v au 
point symétrique de K par rapport à A. 

10. — Cette dernière construction est même un peu plus 
simple que celle que nous avons indiquée pour la première 
branche de la conchoïdale; mais on peut l'appliquer à celte 
même branche en considérant (fig. 9) la droite pp' obtenue 

eu prenant 

^ pR = p'R = h. 
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Les droites [lil, pp' sont deux transversales réciproques du 
triangle RAÂ.' ; 

u. 



u. 



elles rencontrent 
donc AA' en deux 
points symétri- 
ques par rapport 
au milieu de A A'. 
En passant à la 
limite on obtient 
les tangentes aux 
points pi et v, 
comme le montre 
la figure il; dans 
cette figure on a 
pris 




Fig. U, 



AB: = AK,etAH' = AH. 

11. — Considérons maintenant une courbe diamétrale, 
et après avoir construit, comme l'indique la figure 12, deux 




Fig. 43. 



points I, r de la diamétrale, prenons 

IR' = RI, et TR' = Rr. 
Les droites A^Bi, A^B, sont deux transversales réciproques 
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du triangle RR^R'^» elles coupeufc R'R'' eu deux poiats équi- 
distants du milieu de R'R'. 

Si nous passons à la limite, nous obtiendrons la position 
limite de R'R'^ et, par suite, la direction de la tangente au 
point A' en effectuant la construction indiquée par la 
figure 13. 

Bans cette figure on a pris k^k.'= AÂ^,et la droite y, posi- 
tion limite de RU', est une parallèle à la diagonale mn du 
parallélogramme construit comme l'indique la figare. 

12. — La construction de la tangente aux conchoïdales 
présente une difficulté particulière dans un cas que nous 
allons enyisager. Ce n'est pas là d'ailleurs un fait isolé; 
et les exemples Boni nombreux, aussi bien dans l'ana- 
lyse que dans la géométrie, exemples 
dans lesquels la solution du cas 
général cesse d'être valable, même 
avec les modifications qu'on y peut 
faire, dans certains cas singuliers. 

Tel est, dans le problème qui nous 
occupe, le cas où l'on suppose que les 
courbes U etV (fig, 40) se confondent. 
Nous sommes amenés ainsi à consi- 
Fig. 4 dérer une conchoïdale particulière et 

qui correspond à la définition sui- 
vante : On considère une courbe V et un point A, mobile sur 
cette courbe; en ce point A, on mène une tangente L sur laquelle 
on prends à partir du point A, un longueur AI, constante et 
égale à h; trouver le lieu décrit par ce point I. 

La construction que nous ayons donnée plus haut, con- 
struction très simple, mais qui repose sur le tracé des tan- 
gentes aux courbes JJ et Y (fig. 40) ^ cesse d'être applicable 
quand on se place dans l'hypothèse particulière que nous 
examinons. Nous indiquons, dans le paragraphe suivant, 
une solution de la difficulté que nous venons de soulever. 

13. — Considérons deux tangentes voisines à la courbe Y, 
et prenons 
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AI 5= AT = A. 
Nous allons chercher la limite des positions de US quand 
les points À, A' yieuuent se confondre. 




Fig. 1b. 

A cet eifet^ prenons 

IR' = AR, et RT = RA' ; 
nous avons alors 

RR'=:RR» = A, 
et nous pouvons aussi remarquer que A et A' sont deux 
transversales réciproques du triangle RU', 

Ceci posé, imaginons la parabole P qui est inscrite au 
triangle RIF et qui est tangente à A ; les diamètres de 
cette parabole seront 
parallfelesàR'R'(§2). 
Nous savons d'ailleurs 
que le foyer de P ap- 
partient aux cercles 
circonscrits des trian- 
gles formés par le 
quadrilatère (RU', A) 
Passons maintenant 
à la limite; le cercle 
circonscrit au triaug:le 
ARA' (l'un de ceux 
auxquels nous venons 
de faire allusion) a pour position limite le cercle décrit sur 




Fig. /«. 
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la droite qui joint le point A au centre de courbure de Y 
en ce point, comme diamètre. 

Soit a le centre de courbure de V au point A; surAa 
comme diamètre décrivons un cercle 8; le triangle RR'R 
étant isoscèle, la droite R'R", à la limite, est perpendicu- 
laire h la tangente AI. On conclut de là que la direction des 
diamètres de la parabole P à la limite, est la normale Ax. 
Cette droite Aa est donc J'axe de cette parabole limite P', 
et a est précisément son foyer. Enjoignant la et en élevant 
une perpendiculaire 60' à cette droite, une propriété connue 
montre que 6Ô' est la limite de IF ; c'est la tangente cher- 
chée, 

14. — Nous bornerons là ces considérations sur les trans- 
versales réciproques; mais ces droites, en raison même de 
la simplicité de la loi qui règle leur construction, se ren- 
contrent dans un grand nombre de questions, et nous aurons 
occasion de montrer une application nouvelle de ces trans- 
versales dans une étude que nous publierons prochaine- 
ment sur Thypocycloïde à trois points de rebroussement. 

Nous ferons pourtant une dernière remarque relative aux 
conchoïdales. 

15. — Reportons-nous à la figure 11 et considérons les 
deux points [a et v de la conchoïdale, points qu'on peut 
appeler correspondants sur la conchoïdale. 

Puisque nous avons 

K'A = AK, H'A = AH, 

nous avons aussi 

K'H' = KH. 

Remarquons encore que la projection de HK sur (xv est 

la droite B"^', c'est-à-dire 2ft. Nous pouvons donc, d'après 

cela, énoncer la propriété suivante : 

Théorème. — Si Von considère deux points correspon- 
dants [ji, V, d*une conchdidale , les tangentes à cette courbe, en 
ces points^ rencontrent la tangente à la courbe de référence U, 
au point A milieu de jiv, en deux points, qui, projetés sur [xv, 
donnent un segment constant et égal à (av. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1884 

Mathématicpies spéciales. 

Par le centre d'un ellipsoïde donnée on mène trois diamètres 
conjugués qaelconqaesy et y par les points où ces droites rencontrent 
la sphère circonscrite au parallélépipède formé par les plans 
tangents aux sommets de Uellipso'ide, on fait passer des plans, 

L Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées 
dun point donné P sur ces plans variables. 

2. Ce lieu est une surface du quatrième ordre^ dont l'équa- 
tion peut être ramenée à la forme suivante : 

(x« + y* + z')' + 4Ax» + 4A'y« + 4A'z« + 8cx + 8c'y 

+ 8c'z + 4D = o. 

Trouver toutes les sphères telles que chacune d'elles coupe la 
sphère suivant deux cercles. 

S. Ces sphères forment cinq séries^ parmi lesquelles deux ne 
sont pas distinctes. 

Démontrer que les sphères de la série double passent toutes 
par un même point, et trouver le lieu de leurs centres. 

Démxmtrer que les sphères des trois autres séries coupent res- 
pectivement à angle droit les sphères fixes S^, S,, S,. 

4. Trouver le lieu des centres des sphères de ces trois séries. 



Solnfion par M. Fontené, professeur de Mathématiques Élémentaires 

au Collège RoUin. 

PREMIÈRE PARTIE 

La surface du quatrième degré qui figure dans la question 
est une anallagmatique du quatrième ordre dans uii cas par- 
ticulier, et pourrait donner lieu à des développements assez 
longs. Je me bornerai à traiter la question telle qu'elle est 
posée. 

Soit l'ellipsoïde et la sphère de Monge 

JOURNAL DIHATH. SPÉC. 1884» 7. 
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S = œ» + y« + is* — (a» + 6« + c«) = o. 
Soit un des plans de réDoocc 

P = / V- m-7- + w 1=0. 

Pour obtenir la relation entre t,m,n je fais une transfor- 
mation homo graphique, en faisant correspondre au point 
ocy% le point XYZ donné par les relations 

a c 

J'obtiens alors 

F = X» + Y« + Z« — I = o 
S* = a»X« -f 6*Y« + G»Z* — (a* + 6* + c») = o. 
F = /X + mY + nZ — i = o. 
Gomme la transformation effectuée conserve les diamètres 
conjugués, ce plan doit couper la surface S' suivant une 
conique oîi aboutissent trois diamètres conjugués de la sphère 
E'; c'est-à-dire que le cône qui a son sommet à l'origine, et 
pour directrice la courbe (S'P) doit être capable de trois 
génératrices rectangulaires. On a facilement la condition 

/• + m* + n'» = I, 
qui lie les paramètres du plan P. 

Cela posé, si l'on appelle 2a, 2p, 2y, les coordonnées du point 
donné I, on aura le lieu en éliminant Z, m, n, entre l'équation 
du plan P, la condition ci-dessus, et les équations de la per- 
pendiculaire 

X — 2a y — 2^ z — 2y 

/ m H . 

abc 
Pour faire l'élimination on fait une combinaison homo- 
gène en /, m, n, de l'équation du plan P et de l'équation 
de condition, et on remplace /, m, n par a(a: — 2a), etc.; 
ce qui donne l'équation du lieu : 

{x{x — 2a) 4- y{y — 2p) -|- z{z — 27)]* — a}{x — 2a)* 
— b^{y — 2p)* — c\% — 2y)* = o. 
Si on transporte l'origine au point 0' milieu de 01, l'équa- 
tion devient, en posant 01 = 28: 

— c» (« — 7)* = o 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



ISS 



avec 



8« = a*+p* + y>. 

Remarque . — La condition I* -|- m* + n* = i montre que 
le plan P est tangent à Tèllipsoîde au point 



X 

a 



= h 



y ^ 

— — = m, — = n. 

c 



Donc la surface est la polaire du point I. Le point I est un 
point double. 

DEUXIÈME partie 

Si on remarque que cette équation contient le carré du 
premier membre de l'équation d'une sphère, le premier 
membre de Téquation d'un cône, il est facile d'obtenir une 
première série de sphères coupant la surface suivant deux 
cercles. En effet, soit la sphère 
x« -f- j/« -|- s' — 5* — 2'k{x — a) — 2[x(t/ — p) — 2v(5 — t) = o. 

Elle coupe la surface suivant une courbe située sur la 
surface du second degré 
4[X(aî - a) + iL(y - P) + v(5 — y;]» — a\x — a)« — &«(y — ?)« 

— o*{^ — y)' = o ; 
cette surface est un cône. Si ce cône se réduit à deux 

phases, la section par la sphère se composera de deax 

cercles. Or, on trouve facilement la condition 



a' 



4X« 



6^ 



4[x« 



qui devient 



4v* 



= o 



o' 



+ 



'-4-— = 



Or, les sphères considérées passent au point a, p, y, 
c'est-à-dire au point I, et le lieu de leurs centres (X, [x, v) est 
la surface du second degré ci-dessus ; elle est homothé- 
tique à l'ellipsoïde donné, le centre d*homolhétie étant J, 

et le rapport d'homothétie — . Si donc M est un point de Tel- 
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lipsoïde primitif, la sphère décrite sur IM comme diamètre 
est une des sphères considérées ici. 

Remarque. —7 Ce résultat est facile à prévoir. La surface 
est la polaire du point I, par suite elle est Tenveloppe des 
sphères qui ont pour diamètre IM, M' étant un point de Tellip- 
soïde; ces sphères, passant au point double I, et touchant 
la surface, peuvent être considérées comme bitangentes à la 
surface, et par suite la coupent suivant deux cercles (théo- 
rème connu). 

TROISIÈME partie 

Pour trouver d'autres sphères coupant la surface suivant 
deux cercles, j'introduis un paramètre 6 dans son équation, 
et je l'écris 

(a;*+ 1/*+;!*— 8»— ô)« — (a» — 2Ô)aî« — (6* — 2Ô)j/*— (c«— 2Ô);5« 
+ 2a'aaî + 26*^1/ + 2c^yz 
_ a«a* — 6*P> — cY — 25«Ô — 6* = o. 
• Je dispose de 6 de façon que la surface du second degré 
qui figure dans l'équation soit un cône, ce qui me donne 

-(«■-^•)('-^)'=° 

avec la condition 

a* — 20 ^ 6» — 26 ^ c« — 20 ^ ^ 

— 28*0 — ô« = o, (1) 

équation du cinquième degré. 
Cette équation devient facilement 

e» U - — î- \- — — i — ; 1=0. 

[a«_2Ô ~ 6«— 2Ô ^ c« — 26 • J 

Elle admet la racine double 6 = o, et trois autres racines 

réelles séparées par 

o« 6* c* 

— 00, - — , — , — . 
222 
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Gela posé, et 6 étant racine de l'équation précédente, cou- 
pons la surface par la sphëre 

(oji + y« + ;5» _ 5. _ e) - 2l(x — ^^^J^^^ ) — M ) 

-2v( ) = o. (2) 

La courbe d'intersection est sur la surface du second 
degré 

■ H^ - ^^) +•■■]■-("- "<» - i^y 

— ... =0, 
qui est un cône. Si ce cône se réduit à deux plans, la sec- 
tion par la sphère se composera de deux cercles. Or on trouve 
facilement la condition 



a« — 2Ô ' 6* — 26 ' c* — 26 4 

Donc, 6 étant racine de l'équation (1), et X, (x, v vérifiant 
la relation (3), la sphère (2) coupe la surface suivant deux 
cercles. Le centre étant X, [x, v, le lieu du centre est la sur- 
face (3); on a ainsi, pour les quatre racines 60, 6^, 6,, 63, 
quatre surfaces homofocales. En outre si on prend par rap- 
port aux sphères (2) la puissance du point dont les coor- 
données sont 

a« — 2Ô ' 6* — 26 • c* — 26 ' 

la puissance est indépendante de X, {x, v, et les sphères de 
chaque série sont orthogonales à une sphère ayant ce point 
pour centre, et pour carré de son rayon la puissance, c'est- 
à-dire 

u" -}- V* -|- to* — 8» — 6. 
En particulier, si on prend la racine double 6 = o le centre 
est 

w = a, y = p, w = y 
et le carré du rayon est nul : la sphère se réduit au point I. 
On reconnaît là la génération des surfaces anallagmati- 
ques du quatrième ordre. 

Remarque L — Soient A, B, G les centres des trois sphères 
orthogonales. D'après la théorie générale des surfaces anal- 
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lagmatiques du quatrième ordre, le 4^rièdre lA, IB, IG est 
trirectangle, et le carré du rayon de la sphère de centre A 
estÂT^ 
L'orthogonalité des directions lA, IB, revient à 

9(Ôi) — ?(0t) = o, 
<p(d) étant l'équation en 0. 

Quant au carré du rayon, la vérification conduit à Téqua- 

tion en mise i^ons la forme 



20'tt" 



+ . . . — 25* — ô = G, 



a* — 2Ô 
où elle est débarrassée seulement d'une racine nulle. 

Remarque IL — L'équation en ô, oïl on introduit u, t;, w^ 
donne pour l'équation du plan ABC 

c'est le plan polaire du point I par rapport à l'ellipsoïde 
dont le centre est transporté en 0' milieu de OL 

Nota. — Nous avons reçu également une solution très élégante de H. Voi- 
gnier, élève du Lycée de Nancy. 



CONCOURS DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1884 



Mathématiques. 

On donne une conique 

a* ^ a*— c^ 
On joint un point M de cette conique aux deux foyers 
F et F. 

1. On demande d'exprimer les coordonnées du cercle 
inscrit dans Tinlérieur du triangle MFP', au moyen des 
coordonnées du point M. 

2. Dans le cas oîi la conique donnée est une ellipse, on 
démontrera que, si Ton considère les cercles inscrits dans 
deux triangles correspondant à deux points M et M' de la 
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conique, Taxe radical de ces deux cercles passe par le point 
milieu du segment MM'. 

3. Pour chaque position du point M, le rayon vecteur FM 
touche le cercle correspondant en un point P. On détermi- 
nera, en coordonnées polaires, l'équation du lieu décrit par 
le point P. On prendra le foyer F pour origine des rayons, 
et Taxe des X pour origine des angles. 

Lavis. 

Deux troncs de cône égaux, dont les axes sont verticaux, 
sont raccordés entre eux par une portion de sphère. L'ans^le 
au sommet de chaque cône est de 90®; Tensemble des trois 
corps a 144 millimètres de hauteur. Exécutera teintes plates, 
àTencre de chine, le lavis du solide ainsi constitué; les deux 
faces sont dépolies; le rayon lumineux est dirigé à 45^ sui- 
vant l'usage. 

Trigonométrie. 

On donne les trois côtés d'un triangle 

a = I25i4°*,87, 

b = 22636,55, 

c = 18915,92. 
Déterminer les trois angles et la surface en hectares. 

Gfréométrie descriptive. 

Représenter, par ses projections, le solide commun à un 
cône et à un cylindre pleins, tous deux de révolution. 

Les axes sont de front, et se coupent à angle droit au- 
dessus du plan horizontal, leur plan est à 10 centimètres en 
avant du plan vertical. 

Le cône est tangent au plan horizontal; son demi-angle 
au sommet est le quart d'un angle droit. 

Le cylindre a 5 centimètres de rayon ; son axe rencontre 
le plan horizontal à t6 centimètres du sommet du cône. 

On prendra la ligne de terre perpendiculaire aux grands 
côtés du cadre, et à égale distance des deux autres côtés. 
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CONCOURS DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE 

EN 1884 



Mathématiques. 

a et 6 désignant les coordonnées rectilignes rectangulaires 
d'un point M, quelle est pour chaque position de ce point 
la nature des racines de l'équation 

3/* + 8a^» — i26/« + 46 = G? 

On construira, en particulier, le lieu des positions 
point M pour lesquelles l'équation admet une racine double, 
en calculant les coordonnées d'un point du lieu en fonction 
de cette racine. 



1. — Un fil métallique est tendu par un barreau de cuivre 
horizontal que Ton fait osciller, et la durée de l'oscillation 
est 0. Le fil est en équilibre quand le barreau est perpen- 
diculaire au méridien magnétique ; on remplace le barreau 
de cuivre par un barreau aimanté, qui se met alors dans une 
position faisant un angle a avec la première. On fait osciller 
le barreau aimanté aut^fir de cette position d'équilibre, et 
on trouve que la durée de l'oscillation est t. Quelle est 
réquation qui lie les trois variables 6, t et a? 

2. — Une lunette dont l'objectif a une longueur focale 
égale à F est pourvue d'un oculaire négatif à deux verres, 
dont le symbole est i, 2, 3; c'est-à-dire que le verre oculaire, 
celui qui est tourné vers l'œil, a un foyer /*; le verre de champ, 
c'est-à-dire celui qui est tourné vers l'objectif, a un foyer 3/*, 
et la distance des verres est égale à 2/*. La lunette est réglée 
pour un objet infiniment éloigné, et pour un œil infiniment 
presbyte. On demande : 1® la mise au point, c'est-à-dire la 
distance de la lentille de champ par rapport au plan focal 
d© l'objectif; 2® le grossissement; 3® la position du cercle 
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de Ramsden, oa sa distance à la lentille oculaire; 4® la gran- 
deur de ce cercle, ou le rapport de son diamètre à celui de 
Tobjectif. 

3. — Que savez-vous sur les grandeurs électriques/ et 
sur les unités qui servent à les mesurer ? 



ECOLE POLYTECHNIQUE 1884 



Questions d'examens oraux 

1. — Quel est le degré de la courbe qui correspond à 
réquation polaire 

p'"(A cos mo) + B sin mo)) = i ; (m entier). 
Déterminer les asymptotes. 

Gomment peut-on, par un changement d'axes, ramener 
l'équation précédente à la forme 

= h sin mû. 

2. — Démontrer que Torlgine est un sommet de la surface 
qui a pour équation 

xy -}- xz -{- yz -]- X -{- y -{- z =z o, 

3. — Résoudre les inégalités 

ax -}- by -j- c > Oj 
a'x + b'y + c > o. 

4. — Construire les courbes qui correspondent aux équa- 
tions 

p" = sin 20), p' = sin Sw, p* = sin 4(ô, etc. 

5. — Construire la courbe qui a pour équation 

(y — xy — ce*)* = x^; 
comparer cette courbe avec celle qui correspond aux for- 
mules 

^' 
x = t\ 2/ = 7:zi; 
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au moyen de cette dernière formule déterminer la tangente 
qui est parallèle à la tangente de rebroussement. 

6. — Calculer les axes d'une section plane dans un para* 
boloïde. 

7- — Limite de ( i -| ) quand m est une expression 

imaginaire dont le module croit au delà de toute limite. 

8. — Que représente, dans un plan donné, l'équation 

f(Xy y, z) = o, 
f étant une forme quadratique homogène des lettres x^ y^ z; 
que représente aussi 

/•(P, Q,R) = o, 
P, Q, R étant des formes linéaires et homogènes des lettres 
a?, y, z. 

9. — On considère Téquation 

f{x) = o. 
Soit a une quelconque de ses racines, démontrer que Ton a 

10. — Construire la courbe 

cos 3(0 

^ sin 2« 
montrer que cette équation représente une cubique passant 

par les ombilics du plan; déterminer son asymptote f y = — j 

qui est inflexionnelle. 

11- — On considère deux coniques F, V se coupant aux 
points A, B, C, D; on suppose que les tangentes en A cou- 
pent CD en deux points qui forment avec G et D une divi- 
sion harmonique ; démontrer que cette propriété a lieu pour 
le point B, c'est-à-dire que les tangentes en ce point à V 
et à r' rencontrent aussi CD en deux points qui forment 
avec C et D uue division harmonique. 
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12. — On considère des yariables indépendantes a?, j/, z, 
vérifiant constamment l'égalité 

démontrer que le maximum de 

^y + !/« + ^^y 
a lieu quand on suppose 

a 

ërénéraliser cette proposition en l'étendant à p variables. 

13. — Équation générale des tangentes parallèles à une 
direction donnée; la déduire de l'équation quadratique des 
tangentes issues d'un point donné, en supposant que celui- 
ci s'éloigne à l'infini dans la direction proposée. 

Appliquer cette même idée à la recherche de l'équation 
du cylindre circonscrit aux quadriques. 

14. — Que représente l'équation 

sin 2<i> ^ 

^ cos a> 

15. — Construire la courbe qui correspond à l'équation 

sin 3(0 

^ cos (O * 
déterminer en particulier le point de cette courbe pour 
lequel p est maximum. 

16. — Une conique r passe par l'origine tangentielle- 
ment à Oy, trouver l'équation générale des coniques qui 
passent par et qui sont osculatrices à T; c'est-à-dire qui 
ont, avec F, quatre points communs confondus à l'origine. 

QUESTION 57 

Solution par M. Jérôme Galle, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Grenoble. 



Trouver le lieu des points de rebroussement des courbes du 
troisième ordre qui ont pour asymptotes trois droites données, et 
r enveloppe des tangentes derebrov^sewmt. (J. Kœhler.) 
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!• Prenons pour origine de coordonnées le centre du 
triangle, et pour axes une médiane et la parallèle au troisième 
côté. Soit 3d la longueur de la médiane. 

L'équation générale d'une cubique admettant les droites 
y — m{x -f- 2d) = G, y + m(x + 2(Z) = o, x — d = o 
pour asymptotes, est 

[yt _ ^«(j. 1^ 2d)^]{x — d) + Ao? + Bt/ + G = o. 

Transportons les axés en un point (a.p). Nous obtenons 

[(y + P)* — ^'(^ + « + 2dy]{x + a — rf) + Aa?+ Bt/ + Aa 

+ Bp + c = o. 

Les courbes étant du troisième ordre, pour exprimer que 
le point (a.p) est un point de rebroussement, il faut exprimer, 
et cela suffit, que le point (a.p) est un point double, et que 
les tangentes à la courbe en ce point se confondent. 

Si (a.p) est un point double, les coefficients angulaires 
des tangentes en ce point sont données par l'équation 

^«(a — d)+ 2^t — 3 m*((x + d) = o. (1) 

Le point sera de rebroussement, si 

p* + 3m«(a« — d») = o. (2) 

Cette équation, étant indépendante des paramètres va- 
riables A, B, G, représente le lieu demandé. — On voit que 
c'est une ellipse tangente aux trois côtés du triangle eiw 
leurs milieux. 

^ La tangente de rebroussement a pour équation 

Posons 

a — a 
Cette relation et la relation (2) nous donnent 
_ a{t^ — 3m«) __ 6amH 

* "" 3m« + t* ' ^ "" 3m« + /« * 
L'équation de la tangente est donc 
j/(3w» + /*) — 6amU = i[x{3m^ + O — a(/* — 3m«)]. 
Pour avoir l'enveloppe de cette droite, il suffit d'exprimer 
que cette équation admet une racine double pour t. Si nous 
appliquons la formule 

(BB' — 9AA')« =4(B>— 3AB')(B'« — 3A'B), 
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qui exprime que l'équation Aa;* + Bx' -\- B'x + A.' ^ o a 

une racine double, nous trouvons pour l'enveloppe demandée 

4m»!/'(2a; — 3d)» = [y* — 9m»(aj — d){x + 3<i)][iii'(aî 

+ W - y'I- (3) 



La courbe n'admet pas d'asymptotes, car les directions 
asymptotiques sont données par l'équalion ((* + 3m')* = o. 

Nous pouvons séparer en régions par une hyperbole et 
deux droites (voir la fig.) ; on en déduit par raison de symétrie 
deux autres séparations parune hyperbole et deux droites. 
On TOit alors qu'il n'y a pas de points de la courbe en dehors 
du triangle formé par desarcs d'hyperbole tels que PMN;N est 
UD point derebroussemenl; on en conclut que les deux autres 
sommets du triangle formé par les droites y ^ + m(x -|- ^*^) 
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eix= — y sont aussi des points de rebroussement. Les tan- 
gentes de rebroussement sont les médianes du triangle. — 
La courbe est d'ailleurs tangente aux côtés du triangle donné 
en leurs milieux. 

Cas particuliers. — Soit aa la longueur du côté BG ; nous 
aurons 3md = a. 

Remplaçons m par sa valeur en fonction de^ d et de a et 
transportons les axes de coordonnées au point x=:d. L'équa- 
tion (1) devient 

3dY + a*^(^ 4- rf) = o, 
et l'équation (3) 
4a^dy\2X — dy = [d^ — «"^(«^ + 4à)][a''(x + ^dy — giy] 

Pour d = o, la première équation se réduit à x' = o , 

La deuxième à ce* = o, 

Pour d = 00 , on a pour le lieu des points de rebrousse- 
ment : y* = 

Et pour l'enveloppe : y* =o, et !/= d: -^ — ^ , 



QUESTIONS PROPOSÉES 



132. — On considère des paraboles P qui sont tangentes 
à l'origine à l'axe Ox, et dont les directrices enveloppent la 
parabole fixe qui correspond à l'équation 

t/î — 2px = o 
(axes rectangulaires). 

Démontrer : l*» que l'équation générale des paraboles P 
est 

(îf — Xa?)« — 2pl^y = G, 

X désignant un paramètre variable; 

2® Que l'enveloppe de ces paraboles a pour équation 

2x^ = 2jpy*y 

3^ Que le lieu des foyers est une cissoïde ; 

4® On propose enfin de trouver l'enveloppe des axes des 
paraboles P. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES i 67 

Ce lieu est Thypocycloïde à trois rebroussements. 

(G. L.) 

133. — Soit ABC un triangle; A'BC le triangle formé par 
les trois tangentes en A, B, C au cercle circonscrit; le cen- 
tre du cercle inscrit; A^^Bi^Ci les pieds des bissectrices 
intérieures ; 

As le point où la perpendiculaire à OA menée par coupe BC 

B, — — OB — — AG 

G, — - . OC — — AB 

Appelons H« la conique (pi passe par les cinq points A\ B^^B,, Ci^Gâ 

— Hb — — — B', Cl, C,, A4, A, 

— T3.C — — — G', Al, A,, BjyBg. 
Ces coniques sont toujours des hyperboles; elles ont deux 

k deux une direction asymptotique commune parallèle à 
Tun des côtés du triangle A'B'C'. 

£n dehors des points communs qui les déterminent, et du 
point situé à Tinfini, 

Hft et Hc se coupent en A,, 
Hc et Ha — B„ 

Ha et Hft — Gj. 

Démontrer que les parallèles à B'C\ k'G\ A'B^ menées res- 
pectivement par Aa, Bj, C, se coupent en un même point. 

Énoncer les théorèmes analogues obtenus en remplaçant 
par Oa, centre du cercle ex-inscrit (Em. Lemoine.) 

134. — Soit un point du plan du triangle ABC 
L'antiparallèle à BC menée par coupe BC en i^, AC en 

i,, AB en i,. 

L'antiparallèle à GA menée par coupe BG en 2i, AC en 
*2j, AB en 2,» 

L'antiparallèle à AB menée parO coupe BG en 3i, AC en 
Sj, AB en Sj. 

Le lieu des points pour lesquels i^, 2,, 83 sont en 
ligne droite, ou, ce qui est la même chose, pour lesquels 
rhexagone i83i2ii23a28 est inscriptible à une conique, est 
rhyperbole équilatère circonscrite à ABC 
a*(6» _ c«) cos A , 6*(c» — «») ws B . cMa* — 6») cos G 



a 



P r 
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(Examiner le cas du triangle rectangle, du triangle isos- 
cèle.) Parmi ces points trouver celui pour lequel 3^, i^, 2^ 
sont en ligne droite ainsi que i,, 2,, 3i. 

Les lieux des points pour lesquels rcspec/îveweni ii, 2j, 3,, 
2|9 1 89 ^1 so^^ 6^ ligne droite sont les coniques 
(c* — &•) cos A bc cos G , bc cos B 



ac cos C (c* — a*) cos B ac cos A 



= 0, 



a p Y 

qui se coupent en un point pour lequel i^, 2,, 3, sont 
aussi en ligne droite. (Ém. Lemoine.) 

135. — Si l'on joint un point M quelconque d'une hyper- 
bole équilatère aux deux extrémités A et A' d'un diamètre, 
les cordes conjuguées à ce diamètre sont des antiparalièles 
de AA' dans le triangle AMA'. (Ém. Lemoine,) 

136. — Enveloppe des coniques qui ont un diamètre 
AA' = 2a donné en grandeur et en position, et le conjugué 
donné en grandeur seulement. (Ém. Lemoine.) 

137. — Au moyen de Thexagramme de Pascal, con- 
struire le sommet d'une hyperbole, connaissant Taxe trans- 
verse, deux points et la direction d'une asymptote. 

(Ém, Lemoine.) 



Le Rédacleur-Géran% 
E. VAZEILLE. 
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SUR • 

L'HYPOCYCLOÏDE A TROIS REBROUSSEMENTS 

Par M. G* de JLongchamps* 



1. — Parmi les courbes célèbres, qui méritent ce nom par 
les travaux divers qu^elles ont provoqués et par les proprié-, 
tés remarquables dont elles jouissent, on peut placer, au 
premier rang, Thypocycloïde à trois rebroussemenls. 

On sait que celte courbe peut être engendrée comme une 
roulette par un cercle roulant à l'intérieur d'un autre cercle 
de rayon triple ; ou, encore, ayant un rayon égal aux 3/2 
de celui du premier. 

Elle parait avoir été découverte par Euler (1). Depuis, Stei'[ 
ner (2) a donné des théorèmes intéressants sur la forme de 
la courbe et la longueur de ses arcs;' il a également fëit 
connaître la quadrature de son aire. M. Schroter (3) et après 
lui M. Cremona (4) ont repris l'étude de cette courbe qucco 
dernier a si justement nommée, pour exprimer Tabondance et 
la simplicité de ses propriétés, la courbe merveilleuse. Plus 
récemment, M. Painvin (5) a présenté une étude analytique 
de cette courbe sur laquelle M. Laguerre (6) a fait con- 
naître vers la même époque quelques propriétés intéressantes 
et qui n'avaient pas encore été vues. Enfin, nous devons 
signaler ici ce fait que Thypocycloïde à trois rebrous- 
sements fait partie de la famille que M. de la Gournerie {!) 

(1) ËULER. De duplici genesi epicycloïdum quam hypocycloïdum (année 1781 ) 
— Actes de l'Académie des sciences de Saint-Pétersbourg. 

(2) Steiner. Journal de Crelle (t. LUI, p. 231). 

(3) ScHRÔTER. Journal de Crelle (t. LIV, p. 31). 

(4). Cremona. Journal de Crelle (années 1863, 1864 et 1865). 

(5) Nouvelles Annales, 1870. — 2« série ; t. IX, p. 202 et 256. 

(6) Cours de la salle Gerson, 1870. — Nouvelles Annales, 1870; lettre à' 
M. Bourget. 

(7) Jules de la Gournerie. Recherches sur les surfaces réglées télraédrales 
symétriques (Gauthier-Villars, 1867). 

JODAIfAI. DB HATH. SPÂC* 1884» 8 
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a particnliërement étudiée dans ses recherches sur les 
courbes triangulaires symétriques. 

L'équation de cette courbe est assez compliquée, soit dans 
le système cartésien, soit dans le système des coordonnées 
polaires, et elle ne prend une forme simple que dans le sys- 
tème, peu employé dans nos cours de Mathématiques spé-» 
ciales, des coordonnées trilinéaires, quand on adopte pour 
triangle de référence celui dont les sommets coïncident avec 
les points de rebroussement. Ceci explique peut- être pourquoi 
cette courbe est moins connue que plusieurs autres qui 
n'offrent pas, à beaucoup près, le même intérêt. 

Mais on peut éviter, dans l'étude de Thypocycloïde à trois 
rebroussements, l'emploi des coordonnées trilinéaires en 
remarquant que cette courbe étant du quatrième ordre et 
possédant trois points doubles, est du genre zéro. En un mot, 
elle est unicursale. C'est sous ce point de vue que nous con- 
sidérons l'hypocycloïde à trois rebroussements, dans l'étude 
qui suit. 

2. — Prenons les formules : 

X «*(3 + t^) 



R (i + P)^ 
y 2/^ 



Elles définissent une courbe et nous ferons voir tout à 
l'heure, en la construisant, que cette courbe n'est autre chose 
que celle qui a été étudiée dans les mémoires que nous 
avons cités. Nous convenons, pour abréger le langage, de 
la désigner dans les développements qui suivent par la 
Isttre C. Il serait, croyons-nous, de peu d'intérêt d'expliquer 
ici comment nous sommes arrivés à ces formules; on peut 
y aboutir par des voies diverses, mais nous les prenons 
simplement comme définissant une courbe C dont nous nous 
proposons Tétude. 

3. Construction de la courbe. — La formule (A) 
prouve que l'on a toujours a? > o; de plus, en observant que 

g? . 9 _ (^' — 3)' 
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on voit que la courbe C est comprise tout entière entre 
Taxe yif et la droite A qui correspond à Téqualion 

Cherchons maintenant les points communs àC et à une 
droite passant par Torigine. L'équation de celle droite étant 

y — mx = o, 
nous trouvons, pour déterminer w, Tégalilé 

m/* — 2/ + 3m = o. 
Pour que cette équation ait ses racines réelles, il faut que 
Ton ait 

et si, par Torigine, on trace, comme l'indique la figure, deux 
droites A', A", inclinées de 3o* sur Taxe ox, elles forment avec 
A un triangle équilatéral dans Tinlérieur duquel la courbe 
G est complètement renfermée. 

Sans insister autrement sur cette construction, nous lais- 
sons au lecteur le soin de vérifier que la courbe C qui 
correspond aux formules (A) et (B) a la forme générale 
indiquée par la figure ci-dessous. 

Les trois sommets 0, 0^,0", du triangle équilatéral A A' A\ 
sont les trois points de rebroussement de la courbe et les 
tangentes en ces points sont les médianes de ce triangle. 
Les sommels de C sont trois points situés sur ces droites 
et huit fois plus rapprochés de la base du triangle que du 
sommet correspondant. 

4. Interprétation du coefficient t. — Nous ferons 
observer, avant d'aller plus loin, que le paramètre arbitraire t 
représente le coefficient angulaire de la tangente au point cor-^ 
respondant* 

On trouve, en effet, par un calcul évident, 

i dx 3 — t^ 

-r=r . — ;— = 2t 



R dt (I-J-/2J8' 

R • d^ -- ^' {i + l'T ' 



472 

on a donc 
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dy 
dx 



= u 



5. Equation générale des tangentes à la courbe C. 

— Cherchons maintenant Téquation générale des tangentes 
à la courbe C. 
Soit t le paramètre d'un point M pris sur C ; l'équation 




d'une droite parallèle à la tangente en ce point peut toujours 

être représentée par 

y — tx-^- KR/3 = G ; 

proposons-nous de déterminer K, en exprimant que celto 

équation est vérifiée par les coordonnées du point M. Nous 
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avons d'abord 

2/» f»{3 + /«) 



puis, après simplification, 



+ Kt*=o; 



! + /«• 
L'équation générale que*nous cherchons est donc 

y-te+R— ^ = o(l). (T) 

Il résulte de cette équation, entre autres conséquences, que 
la courbe C est de la troisième classe^ propriété que nous 
vérifions par ce calcul, mais qui, comme on lo sait, est 
commune à toutes les quartiques possédant trois points de 
rebroussement. 

Voici maintenant quelques propriétés de la courbe C qui 
découlent très simplement des calculs précédents. 

6. Théorème I. — Le lieu des points d'où Von peut txener^ 
à la courbe G, deux tangentes rectangulaires est le cercle inscrit 
aux trois arcs. 

La relation (T) peut s'écrire 

/»(R — x) + t^y— tx + y = o. 

Le produit des racines de cette équation est 

y 

x — R ' 

et si le point dont les coordonnées sont a;, y, jouit de la 
propriété énoncée, la quantité 

y 

R — x ' 
est une des racines de l'équation précédente. L'équation du 
lieu cherché est donc, 

+ T5 3Î 5 1:+ ï +0 



(R — x)« ' (R — ir)« R — œ 
ou, 

2j/* — a?(R — ce) + (R — ce)* = o. 



(1) Cette équation met en évidence immédiate le théorème suivant énoncé 
par M. Laguerre (hc. cit.) : Les trois tangentes que, par un point, on peut 
mener à Ihypocycloïde, font^ avec une quelconque des tangentes de rebrousse- 
ment, des angles dont la somme est un multiple de ic. 
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Cette équation représente bien le cercle 8, inscrit à la 
courbe, et passant, comme le montre la figure, par ses trois 
sommets S, S', S'. 

7. Théorème II. — Si Von mène à la courbe C une tan- 
gente T, elle rencontre C (abstraction faite du point de con- 
tact M) en deux points jjl^, [Aj ; les tangentes en ces points sont 
rectangulaires. 

Soit f le paramètre de M, la droite T a pour équation 

y-fx + R -j-ilp^ = o. (8) 

Cherchons Tintersection de T avec G et, à cet effet, con- 
sidérons réquation 

2t' ft^{3 + t^) , r» 



(l + ^y (l + t^f ' 1+t"' 

laquelle, après développement, devient 

tH'—2i^{i + t'') -f tH'(3 + r*) — r» = o. 
Cette dernière égalité peut s'écrire encore 

{t — ty{tH' — 2^ — = o. 
Les paramètres t'\ t"\ qui correspondent aux points (Xj, jxj, 
sont donc les racines de Téquation 

tH' — 2t — t'=:0. 

On déduit de là 

ff = — I, 
et, en rappelant Tinterprétation géométrique des coefficients 
f et t'", on voit que les tangentes menées à la courbe C 
aux points \k^ et [Xj sont rectangulaires. 

8. Théorème III. — La longueur de la tangente inter-- 
ceptée par la courbe est constante et égale à R. 

Désignons par x\ y", les coordonnées de [jl^, par x'% y"' 
celles de |Xj, nous avons 

{x' - x'y + {y' - y"'f = (X, (x/. 
Calculons d'abord les différences {x'' — x'") et {y' — y"'). 
Nous avons 

x" — x'" _ f\3 + t'') _ r(3 + r^) 

R " "' (i +n« (I +n» ' 
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En tenant compte de la relation 

1 1 ^ — I, 

il vient 

x' — x'" _ r«(3 -+ <"') _ ?r' 4- I 

R ~" (i + f)» (i +«"')» ' 

ou, encore, 

x' — x'" 



p — I 


rv+i • 


2/" 



R 
Un calcul analogue donne 

y'-y" _ 
R — r» -f I ■ 

Ces deux dernières égalités prouvent que 

(a;" _ xy + (j/' _ j-)« = R«, 

et l'on a, finalement, 

jxjjij = R. 

Ce théorème remarquable est dû à M. Gremona (loc. cit,). 

9. Formules principales. — Les calculs qui précèdent 
suffisent pour montrer comment on peut très simplement 
déduire, des formules qui nous ont servi à définir C, les 
propriétés de cette courbe. Pour abréger, nous nous borne- 
rons à énoncer quelques résultats que nous laissons au 
lecteur le soin de vérifier. 

Les notations suivantes étant adoptées : 

T, coefficient angulaire d'une tangente quelconque [XijXj; 

a, p, coordonnées du point A, point de concours des tan- 
gentes en [Xj et en (jl^ ; 

6', ô", coefficients angulaires des deux tangentes rectan- 
gulaires issues de A ; 

6, coefficient angulaire de la troisième tangente issue de A, 
on a les relations suivantes 



10 



a 



I + T« p _ 



R 2(l+T«)' R 2(1 +'C*) ' 

2T 

2^ T« 1 = 0, 

T 

a pour racines 6', Ô"; 



30 ô = 



R — a 
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a — R 

4« T = — - — . 

De ces formules, et de considérations géométriques élé- 
mentaires, découlent des conséquences nombreuses; nous 
signalerons les plus saillantes, mais sans nous arrêter à les 
démontrer. 

Pour rendre ce tableau plus complet, nous avons énoncé 
ûe nouveau les propriétés que nous avons établies plus haut. 

*> .. 

10. Propriétés élémentaires principales de l'hy- 

pocycloïde. — 1° jxjjxj est constant; 

2<* Les tangentes [x^A, fXjA, sont rectangulaires; 

3^ Elles se coupent sur le cercle inscrit; 

4° La tangente A^xg est perpendiculaire sur [l^ii.^ au 
point Mj qui appartient au cercle inscrit; 
. 5® Les tangentes Afx^, A^x^ sont les bissectrices de l'angle 
formé par la troisième tangente Ajxj et par la tangente en A 
au cercle inscrit ; 

6'' SA est le double de SB; SMj le double de SA; réci- 
proquement une corde AB d'un cercle qui se meut de telle 
façon que l'on ait constamment SA = 2SB, engendre une 
hypocyeloïde. 

7« On a MMi = M,Mj, . 

et M[jLi = MgfXj. 

11. Cercle de courbure en un point de Thypocy- 
cloïde. —Sans étendre davantage cette nomenclature qui 
peutètre très longue, comme on peut s'en assurer en se reportant 
aux mémoires cités, nous nous arrêterons sur cette propriété 
pour montrer comment elle peut servir à construire le cercle 
de courbure en un point pris sur G. C'est cette construction 
que nous avons annoncée (1) et qui repose sûr la considération 
des propriétés des transversales réciproques, exposées pré- 
cédemment. . ~ 

Prenons sur G deux points voisins I, J, et soient lAB, JGD, 
les tangentes correspondantes qui coupent le cercle inscrit 
à l'bypocycloïde, respectivement, aux points A, B; G, D. 

j - ■- I ■ I I *— 1— I r 

(1) V. Jourmîj p. 152. 
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Nous avons donc 

IA = AB, et JG = C!D. 
Soit R le point de rencontre des deux tangentes considé- 
rées; prenons, comme l'indique la figure,' 

BR' = RI, DR-=RJ, 
nous formons ainsi un triangle RR'R' dans lequel les 
droites IJ et BD sont deux transversales réciproques et 
nous savons (Journal, hc cit.) que l'axe de la parabole P 
tangente à IJ, et inscrite au triangle RR'R", est parallèle 

Cette propriété étant rappelée, imaginons que le point I 
se déplace sur l-hypocycloïde et qu'il vienne se confondre 
avec J. A chaque position du point I correspond une para- 
bole P, définie comme nous venons àe le dire, et nous allons 
chercher ce que devient, à la limite, le foyer f de cette 
courbe, point qui a été déterminé, comme l'indique la 
figure, en s'appuyant sur les deux propositions suivantes • 
1» il appartient au cercle U circonscrit au triangle JRI- 
2» après avoir tracé, par le point R, une droite RK parallèle 
à BD, on mène R/" symétrique de RK, par rapport à la bis- 
sectrice de l'angle JRI. 

Supposons donc que le point I soit venu se confondre 
avec J ; la droite R'R* qui est toujours parallèle à AC 
puisque les points A, G, sont .les milieux des côtés RR'' 
RR", a pour position limite la droite DR" menée par D, paral- 
lèlement à' la tangente GA'. D'autre part, le cercle RR'R' 
cercle qui passe par le point f, devient le cercle V, cercle' 
qui passe par J et par D, tangenliellement à DR'". Enfin la 
droite B.f a pour position limite la droite JF, droite menée 
par J, parallèlement à GA'. 

Ainsi le point f a une position limite F, bien déterminée- 
cherchons maintenant ce qu'est devenu le cercle RU, cercle 
qui passe constamment par le point ,de concours des nor- 
males en I et en J, et par le foyer f. Sur la figure 3 la 
limite de U serait un cercle U' passant par J, tangentiêlle- 
ment à la droite JGD, et par F. Le centre de U' s'obtien- 
dra donc en élevant OJ perpendiculaire à GD et en abaissant 
du point D une perpendiculaire sur JF. Le point de cou- 
journal DB HATH. 8PÉC. 1884 ^ 
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cours des deux normales infiniment voisines s'obtiendra 
donc en prenant le point symétrique de J, par rapport au 
point 0, et Ton peut dire, finalement, que le rayon de cour- 
bure au point J est égal au double de J. 

On voit d'ailleiirs que OJ = 4(i>H et Ton peut énoncer le 
théorème suivant, que nous croyons nouveau. 

Théorème* ^- Le rayon de courbure en un point J, pris 
sur rhypooycUjiide, est égal à huit fois la distance du centre du 
cercle insciHt à la courbe, à la tangente au point considéré. 



NOTES SUR L'ELLIPSOÏDE 

Par M. Edouard Eiueai. 



Théorème I. — Si trois points d'une droite demeurent 
sur les faces d*un trièdre, un quatrième point de la droite dé- 
crit un ellipso'ide. (Dupin) 

Prenons les trois plans pour plans de coordonnées; 
soient A, B, G les points qui demeurent respectivement 
dans les plans des TZ, des ZX, des XY; désignons par a, b,c 
les distances de ces points au quatrième point M de coor- 
données Xy yy z. Les équations de la droite mobile sont 
X— a? _ Y^y _ Z — g ' 
^ a - p - y ~P' 

a, p, Y, désignant les coordonnées d'un point N situé sur une 
parallèle ON à MA menée par l'origine 0, et à une distance 
de l'origine égale à l'unité, et p désignant la distance du 
point de coordonnées X, Y, Z, au point M. Si l'on exprime 
que les points A, B, G, sont sur cette droite, on trouve 

— 05 = oa, — y =z bpy — z =z cr{. (1) 

On a d'ailleurs 

ÔN^ = I = a« -f p» + Y* + 2pY cos (y, z) 

+ 2y(x, cos (z, x) + aap cos (a?, y) ;' 

et en tirant a, p, y des équations précédentes, on obtient 



JOURNAL DI lUTHÉMÀTIQOSS SPÉCIALES 



179 



pour réquation du lieu 

-r TT + 



z' 



a 



+ * 



bc 



cos (y. il) 



+ 2 



zx 
ca 



cos (y y a) + 2 -^ cos (a?, j/) = i . 



Théorème II. — Xa volume de rellipsoide considéra dans le 

théorème P' est indépendant des angles du trièdre. (Ed. Lucas.) 

En effet, le discriminant du premier membre de l'équation 

précédente est 

I cos (y,z) 






a* 

cos (y,g) 
ab 

cos (^,0;) 

ac 



ab 
I 

cos (ag,t/) 
bc 



cos (g,a?) 

ac 

cos (ag,y) 

I 



0U9 par une transformation immédiate, 

S = — ; sin* (x.v.z), 

a^b^c* ^ '^^ '* 

On calcule de même A et en portant dans Tcxpression 
bien connue du volume de Tellipsoïde, on trouve tout de 
suite 

V = ^-tzabc. 
3 

Théorème III. — Si quatre points d^une droite demeurent 
sur les faces d^un tétraèdre^ un point quelconque de la droite 
décrit une ellipse: et la droite reste parallèle aux génératrices 
d'un cône de révolution. (Mannheim.) 

En effet, désignons par 

— +— +A=,. 
ai 6| Cl 

l'équation du quatrième plan, et par d la distance du qua- 
trième point qui demeure dans ce quatrième plan au point 
M. Les coordonnées de ce point sont a? + da, y + ^' 
z + dy ; on a donc 

Oi ' 61 c, \0i b^ ' CiJ 
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Si Ton élimine a, p, y, entre cette équation et les équa- 
tions (1) on trouve 

(«-d)^ + (6-d)-^+(c-d)^=.; (2) 

donc le point M décrit la courbe d'intersection de Tellipsoïde 
avec le plan représenté par l'équation précédente. D'autre 
part, si l'on élimine x^ y, z, entre les mêmes équations, on 
trouve 

(a-d)^ + (6-d)i- + (c^d)-L + i=o; (3) 

Gi Oi C| 

donc le point N situé à l'unité de distance de l'origine 
décrit l'intersection d'une sphère et du plan déterminé par 
l'équation précédente, et la droite ON est la génératrice 
d'un cône de révolution. 

Théorème IV. — Lorsque quatre points d'une droite 
demeurent sur quatre plans, tous les points de la droite décri- 
vent des ellipses dont les centres sont en ligne droite. 

(Halphen.) 

En effet, le diamètre conjugué du plan (2) a pour équa- 
tions 

^ , y /v.^ /x û — d ^ 
h -T- cos (x,y) H cos (x,z) = X, 

— cos (x,y) + -|- + — cos {y,z) = — ^ X, 

— cos (x, 2) + -T- <^os (y ,«) H = X. 

a c q 

Si l'on ajoute ces équations après les avoir respective- 

x y z 
ment multipliées par — , —, -^, en tenant compte de 

l'équation (2), on trouve 

L'ellipse décrite par le point M est réelle, puisque X << i ; 
on a X = I, lorsque l'ellipse se réduit à un point. 

X y z 

Si l'on élimine — , -r-, — , entre les équations du diamè- 

a c ^ 
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tre et Téquation (1), on détermine a par Téquation 

a — d 

I cos (x,y) cos (x^z) 



cos (Xyy) I cos {y,z) 



b — d 
c — d 



= o. 



cos {x,z) cos (î/,a) I 

Cl 

a — d b — d c — d i 

^^^^^^i^^^HB^^^ ^BHHH^H^H^iMBMfln* ^tmm^^Êl^a^^mmmÊm ^^^^m 

Gi bi ' C| X 

Pour obtenir le lieu des centres des ellipses, il faut d'abord 
remplacer a, 6, c, d, par a + p-» * + (^> ^ + î^> d + [x, et éli- 
miner [X. On observe d'abord que la valeur de X ne change 
pas; d'ailleurs on tire des équations du diamètre les for- 
mules 

^ -p y -0 _L_-p 

a + |x"" ' 6+^—^' c + iJL —''' 

P, Q, R désignant des constantes; donc le lieu des centres 
est donné par les équations 

X — aP y — 6Q z — cR 

P "" ■ Q "" R ' 
qui représentent une ligne droite. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les propo- 
sitions suivantes. 

Théorème V. — Lorsque quatre points d*une droite 
demeurent sur quatre plans, de telle sorte que la droite se 
trouve immobiliséej les normales menées aux quatre plans par 
les traces de la droite sont les génératrices d'un hyperbolo'ide. 

(Halphen.) 

Théorème VI. — Une droite se déplace de telle sorte 
que quatre de ses points demeurent dans quatre plans; si Von 
mène par la droite un plan parallèle à Taxe du cône de révo- 
lution (Th. III), tout point de ce plan décrit une ellipse. 

(Mannheim.) 

Théorème VII. — Lorsque les extrémités d'une droite de 
longueur constante glissent sur deux droites de lespace, cette 
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droite engendre une surface du quatrième ordre; démontrer 
que le volume compris entre cette surface et deux plans fixes 
parallèles aux deux droites ne varie pas lorsque les deux 
directrices se déplacent d'une manière quelconque dans deux 
plans parallèles aux deux plans donnés. (Ed. Lucas.) 



QUESTIONS POSEES AUX EXAMENS ORAUX (1884) 

(Suité^ Yoir p. 161.) 



17. — Reconoaltre que la formule 

t=:Tt y - 

^ 9 
est homogène. 

18. — On considère la droite A qui est représentée par 
les équations 

ce = aa 4" P> 
y z=bz-\-q; 

trouver les conditions que doivent vérifier les coefficients 
a, b, Pf q, pour que A ait, avec les axes supposés rectangu- 
laires, des plus courtes distances respectivement égalesor,p,Y« 

19. — Construire la courbe représentée par les équatioiis 

sin t cos t 
X = — - — , y = . 

20. — Trouver les dérivées des fonctions suivantes 

y := LLLcc, y = arc sin (x — ^ï — oc*) 



X 
X 



y = x , y =L{x -i- \/i +x*) 



y = arc sin x + arc tg 

y = (sin X + cos x) e* . 

21. — Si deux hyperboloïdes réglés ont deux généra- 
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r 

trices communes, leur intersection se compose de quatre 
droites (Théorème de Steiner). 

22. — Démontrer que si Ton considère la fraction con- 
tinue 2/9 

I 

I — 



X 



X 

I 

I 



X 



I — X 



et si Ton met y sous la forme 

(Un et Vn étant des fonctions entières de x)y Téquation Vn =o, 
a toutes ses racines réelles. 

23. — On donne une ellipse U de centre 0; démontrer 
qu'il existé une infinité de quadriques de révolution passant 
par U et ayant pour centre le point 0. 

Trouver le lieu décrit par les sommets de ces quadriques, 
sommets correspondant à Taxe autour duquel la quadrique 
considérée est de révolution. 

24. — Reconnaître (sans expliciter les formes) que si /"et 9 
désignent deux formes entières du troisième degré de la 
lettre x, on a 

f^'^ _ fY 4. /Y — r? = constante. 
Nota. — On prend la dérivée de l'expression 

et Ton vérifie qu'elle est nulle. 

25. — Lieu des milieux et lieu des pôles d'une corde 
normale à une conique. 
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26. — Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
menées d'un point M à un réseau de coniques inscrites dans 
un parallélogramme donné. 

Examiner le cas oîi le point M s'éloigne à Tinfini, dans 
une direction donnée. 

27. — Déterminer E de façon que l'équation 
ait une racine double. 



28. — En s'appuyant sur l'inégalité 

^ x^ 
X — sin X < — r- 

6 

donner une valeur approchée de sin 1^ 

29. — Construire la courbe qui correspond à l'équation 

I , sin 07 

y= x-\ . 

' a; — I ' X 

m 

30. — On donne une droite et deux points A et B situés 
de part et d'autre de la droite. Faire passer par A et B un 
cercle qui intercepte sur la droite un segment minimum (*). 

31. — Soient M et P deux points pris sur une hyper- 
bole H ; par M et P on mène des parallèles aux asymptotes 
de H et Ton forme ainsi un parallélogramme MPQR. Dé- 
montrer que QR passe par le centre de H. 

32. — Construire les courbes qui correspondent aux équa- 
tions 

I +/ I — / 

1*^ x= — —^ y= — } — ; 

sin 9 



2 



^ I — 2 COS"' cp ' 

I — sin 0) 



(•) Celte question et les deux suivantes ont été empruntées au Recueil de 
questions posées aux examens oraux de l^Ecole polytechnique, (Croville-Morant, 
rue delà Sorbonne.) 
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î/«— asy 4- aj»=:o; 
xy* — 3aî*y -j- <*' = o » 

sin 3(a 

P = 
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COS 0) 

{y(i •— 05) — ûc'j' = 05'' ; 
étudier cette courbe àTorigiae; trouver le maximum de j/. 



SUR LA DÉCOMPOSITION 

DES POLYNOMES HOMOGÈNES DU SECOND DEGRÉ 
EN SOMMES DE CARRÉS 

Par M. Kœhler. 



Je me propose d'étudier les conditions auxquelles doit 
satisfaire un polynôme homogène du second degré à n 
variables pour qu'il soit décomposable en p carrés, p étant 
plus petit que n; j'étudierai spécialement le polynôme à 
quatre variables. 

Il est nécessaire d'établir d'abord deux propriétés des 
déterminants sur lesquelles j'aurai à m'appuyer plus loin. 



1. — Soient 














ail 


(I12 


Ol» 




D = 


021 


022 • • • 


a2n 






Oln 


On2 


ann 




un déterminant quelconque et 






Sa»y 


.201,02* 


SOijOnfc 


A = D» = 


Sa 

• 

Su 


hj(hk 


24. 


. . . I^-ank 




hifhik 


SOa/OnJk 


• • • 


s.< 



son carré développé; un quelconque des mineurs principaux 
de A, 4p' éléments, est égal à la somme des carrés des 
mineurs que Ton peut former avec les éléments de p lignes 
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de D qui correspondent à celles dn mineur principal consi- 
déré. 

Je prends le mineur principal de A qui occupe Tangle 
supérieur de gauche, savoir 

«21«pl+---+«2nV 



«Îl+«Î2+- ••+«!« 



«««21+--''+«in«2n 
2 I I «2 



• • 



ajjOj+.-.+flinSi 4i+«i2+-"+«L 



V «11+ • • • + V «In «pi «21+ • • • +V «2 • • • «5l+«p2+ • • • +«pn 

Il est la somme de riP déterminants partiels Sp, car chacun de 
ses éléments est une somme de n termes, et il y a jp lignes 
etjp colonnes, par suite autant de déterminants partiels qu'il 
y a d'arrangements complets de n lettres p à p. Une 
colonne quelconque d'un de ces Ip n'est autre chose qu'une 
colonne d'un des mineurs dp de D pris dans les p premières 
lignes, tous les éléments étant multipliés par un fadeur. 
Gela posé, les Ip se partagent en deux classes. D'abord tous 
ceux qui renferment deux ou plusieurs colonnes égales, 
abstraction faite des facteurs qui les multiplient, sont identi- 
quement nuls. 

Nous avons ensuite des déterminants Ip composés des mêmes 
colonnes que les dp, toujours abstraction faite des facteurs; 
chacun des dp fournit 1.2. 3... p déterminants de cette 
espèce. En effet, soit par exemple le mineur 



dp = 



ûii 

^21 



a 
a 



12 



22 



ûjp 

02p 



a 



pp 



flpl Op2 

La forme générale des Zp qui lui correspondent est 

«la ^ip ••• 

«2a «2^ ••• 



"la 



"ig"2|3 



'ia«2a '^2/3 



«iX«A 
«2X«pX 



ia«pa «2^^yp 



<^h 



=sa 



ia«2|3 ... %\ 



«IX 
«2X 



a 



POL 



^|3 



* V 



les indices a, p,...X ayant toutes les valeurs i,2,3,. . .p.Le 
nombre des 8p de cette espèce est égal au nombre des per- 
mutations de p lettres, puisqu'on peut former chacune des 
colonnes avec des éléments pris dans chacune desp colonnes 
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de Ap. Mais l'un quelconque de ces I.2.3.. . .p déterminants 
n'est autre chose que dp dont les colonnes ont été déplacées, 
et le facteur a^Qj tfj g. . . a^x est un des termes de dp. Ce 
terme est d'ailleurs multiplié par dp pris avec le signe dont 
est affecté le terme lui-même dans le développement de 
dp. Car le nombre des permutations nécessaires pour passer 
de dp à dp est évidemment égal au nombre des inversions 
qui font passer du terme principal axi, a,, ... Qpp au terme 

On conclut de là que la somme des i . 2 . 3 • . . p déter- 
minants 8p qui renferment les colonnes de dp permutées de 
toutes les manières possibles est égal à dp. 

De même tous les autres mineurs analogues à dp que l'on 
peut obtenir en prenant p colonnes dans les p premières lignes 
de D se retrouvent au carré dans le développement Ap. 

Le même raisonnement s'applique à l'un quelconque des 
mineurs principaux de A. 

2. — Soient D un déterminant quelconque, Dpr le mineur 
du premier ordre relatif à l'élément Opr . d]i. le mineur du 
second ordre obtenu en supprimant les lignes et colonnes 
où se trouvent les éléments Upr, aqs : on aura la relation 

DprDq. — Dp.D,^ = D . d|;. 
Un mineur quelconque J)ik peut s'écrire 

ttii ai2 ... fli,jb-i o ai,fc+i ... flin 

(l2i «22 • • • Û2,Jk_l o QiMi • • • ^»» 



D 



ik 



• • 


■ t • 


• • • • 

. a<-i,k-i 


m 




t • • 


• • • 

. a<-i,n 





. . 





I 








• • 


ûi+1,2 • 

• • • 


• • • • 




• 


. a • • 


• • • 



flnl ttn2 • • • ûn,Jk-l O On.ik-M • • • ^nn 

En le développant suivant les éléments de la ;"»• ligne, on 
aura 
Dik = ay,idj-i + aflji^ + . . . +a/.k-i dii'^ -f a,kd({ +«>.*+ 1 d/i*""* 

Le terme ajk^Si s'annule, car le mineur cKÎI a une ligne com- 
posée d'éléments nuls ; je l'écris seulement pour la symétrie. 
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On a aussi 

o = a,idi* + M2+ • • .+fl;nC, (2) 

car c'est le développement de D^ dans lequel les lignes d'or- 
dre j et l seraient égales. 
Enfin, on a également 

— Di* = a^idif + aj2^à + . . . -f O/nrfiî. (3) 

En effet d(i = — d{,*, car le premier de ces deux mineurs 
du second ordre se déduit de D en efifaçant les lignes i et j, 
les colonnes k et 2; le second se déduit de D de la même 
manière, m^is après la permutation des colonnes k et /. Le 
développement qui constitue le second membre de (3) est 
donc bien — Di*. 
Cela posé, écrivons les identités 

OliDi, + Û21D2, 4" • • • H" ûnlDn» = o 
ÛI2D1» + 02202» + • • • + On2D»w = O 

Ol»Dl« + Û2»D2* + . . . + «wDn, = D 



^in Dl» + (hn!^2$ + . . . + OnnDn, = O 

En multipliant la première par d^i, la deuxième par 
^, etc., on voit que le coefficient de D^, sera Dpr d'après 
la formule (1), que le coefficient de Dp, sera — D^r d'après 
la formule (3), tous les autres coefficients seront nuls [for- 
mule (2)]. Donc il reste 

Dp,D,, — Dp,D,, = mir. (4) 

Lorsque le déterminant D est symétrique (a»* = a*»)» on 
aura Dijk ^Dfti; si dans l'égalité précédente on suppose 
r=:'PyS=iq, elle devient 

DppD,, ~ (Dp,)« = D. ri||. (5) 

Théorème. — Lorsque le déterminant de n fonctions 
linéaires à n variables est md ainsi que tous ses mineurs jus- 
qu'à V ordre n — p inclusivement y il existe entre ces fondions 
n — p + I relations linéaires. 

Soient les n fonctions ; 

Pi = fliiO?! -j- ai2X2 -[-...+ QinXn 
P2 = .021 .Ti ■}" C^225C2 -[-...+ a2nXn 



P = aniXi + a'*^a?2 + • • • + <^nnXn 
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. Je suppose que le déterminant D des coefficients soil nul, 
ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux de l'ordre n — p 
fà p2 éléments), et que l'un au moins des mineurs de l'or- 
dre n — p + I soit différent de zéro, par exemple 



au 

021 



.012 
022 



Oi,p_i 



Op-1 ,1 0|)_i,2 . . 

Je considère le déterminant 



8 = 



Ou 
021 



Oi2 

022 



Op-i,|)-l 



Oi,p-i 
2 

a ,p_i 



= (l 



Oup 

02,p 



Op— 1,1 Op_i,2 
Opi 



Oj,_l,p_i ttp—i 



>1> 



o 



ï»p— 4 



o 



pp 



qui est nul d'après les hypothèses; je désigne par 84^, \. . . . 
8pp les mineurs de 8 relatifs aux éléments de la dernière 
colonne, et je multiplie les p premières équations parSip, 82^, 
. . . Spp-, il vient 

Pl^lp + P282P -f" . . . 4" ^p-i ^p-i 9P "f" Pp^pp 

= cCi (oiiSip -f" ^2182^ + .•.)■+" ^2 (01281P + O2282J) +•••) + ••• 

+ ^p(Oip8lp + 02p82p +...)+••••+ ^n(0in8lp + 02n82p+ • . .) 

Les coefficients de cci,ar2j . . . a?n sont identiquement nuls ; 
ceux de cci, X2 ... a?p_i ne sont autre chose que 8 dans lequel 
on a rendu deux colonnes égales; celui de Xp est 8 lui- 
même; ceux de cCp+i ,a?p+2, . • • Xn sont des mineurs d'ordre 
n — p du déterminant D, On a donc ' 

^l^lp ~l" ^%^2p + • • • 4- Pp-l^p-lj) + Pp^ = o 

et dans cette relation l'un au moins des coefficients n'est 
pas nul, savoir 8pp qui n'est autre chose que cf. 

En remplaçant successivement la dernière ligne de 8 par 
les p premiers coefficients de Pp+i, Pp+2> . • . Pn, on trouve 
de la même manière d'autres relations de même forme, et 
en définitive les n — p + i fonctions Pp, Pp+i, . . . Pn pour- 
ront s'exprimer en fonction linéaire de P^ P, ... Pp-i. 

(A suivre.) 
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CONCOURS DES BOURSES DE LICENCE 



1. — Indiquer, pour chaque valeur du paramèlre a, le 
nombre des racines réelles de Téquation 

a;* — 405^ + 4^* — a = o. 
Résoudre Téquation. 

2. — Lieu des sommets des cônes passant par une ellipse 
donnée, et coupant un plan donné suivant une hyperbole 
équilatère. Discussion du lieu. Détermination des sections 
circulaires. 

1. — Théorie des diamètres dans la parabole cubique 

2. — Lieu des centres des hyperboles tangentes aux deux 
axes de coordonnées en des points A et B. 

(Bordeaux 188i.) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



138. — On donne deux points A et A' et le milieu de 
la droite qui les joint. On imagine toutes les surfaces de révo- 
lution du second ordre qui passent en A et A', et dont toutes 
les méridiennes ont pour foyer le point 0. 1® Lieu des points 
de contact des plans tangents perpendiculaires à AA'; — 
2® lieu des pôles d'un plan donné par rapporta ces surfaces ; 
— 3« en supposant l'excentricité de la méridienne donnée, 
on demande le lieu des pôles d'un plan donné, le lieu des 
sommets, le lieu des centres. (Amigues.) 

139. — Dans un plan mené par un des axes d'un ellip- 
soïde, on trace une circonférence ayant pour centre le centre 
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de l'ellipsoïde; puis on mène tous les plans tangents àTellip- 
soïde et qui contiennent une tangente à la circonférence* 
Construire les projections du lieu des points de contact sur 
le plan de la circonférence et sur un plan perpendiculaire à 
l'axe de Tellipsoïde situé dans ce plan. (L. Levy.) 

140. — Assigner, par un procédé direct, une infinité de 
solutions entières de lequation indéterminée 
(2a" — ia — i)a?* — 4(a" — \)xy-\-(7,a^ +2a— î)y'= — i, 
dans laquelle a est un entier donné. 

Note. — On trouvera deux séries de solutions; Cune com- 
mence par les systèmes de valeurs 

x=a+i (x = 3a4-4 (x=iia+i5 
y=à |y = 3a-}-i fy=iia + 4 

Lautre série se déduit de la précédente, en observant que, si 
Von change ai en — a, l'équation demeure la même, à V échange 
près des indéterminées Vune dans Vautre, On a donc encore pour 
la proposée, les solutidhs 

x=a (x=3a — i (x=iia — 4 

y = a — I /y=3a — 4 /y=iia— i5 

(S. Realis.) 

141. — On propose d'assigner, par un procédé direct, 
une infinité de solutions entières de Téquation indéter- 
minée 

(a* — a — i)x* — (20' — 3)xy -}- (a* -}- a — i)j/* = t, 
a étant un entier donné. 

Note. — On trouvera, en outre des valeurs initiales x = 1 ^ 
y z= î , les deux séries de solutions 

x = a + 2 (x=3a-f5 (x=8a4-i3 
y = a-fi /y = 3a + 2 (y=8a-f.5 
x = a — I (x=3a — 2 (x=8a'— 5 
y = a — 2 |y = 3a— 5 |y=8a— i3 
se déduisant Vune de Vautre, comme dans la question précédente. 

(S. Réalis.) 

142. — Trouver toutes les fractions rationnelles 
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joùîssànt de la propriété que si on les développe suivant 
les puissances croissantes de Xj les coefficients du dévelop- 
pement soient égaux à zéro, à + i, ou à — i. 

(Laguerre.) 

143. — Déterminer tous les triangles équilatéraux T que Ton 
peut inscrire dans une conique. Dans quel cas les cercles 
circonscrits aux triangles T passent-ils par un point fixe? 
Dans quel cas passent-ils par deux points fixes? 

(Lagicerre.) 

144. — On considère un angle droit yOx ; sur Ox, un point 
fixe.A(OA = a); sur Oy un autre point fixe B(OB = 6); on 
suppose a > 6, et on pose o* — 6* = c*. Par les points A et B, 
on fait passer un système de deux droites rectangulaires, 
coA, (oB, et Ton construit une hyperbole équilatère passant 
par l'origine 0, et admettant ces droites pour axes de symé- 
trie. On demande alors : 1® de démontrer que par un point 
du plan passent deux de ces hyperboles ; 2® de trouver ' 
l'enveloppe de ces coniques ; cette courbe est du quatrième 
degré et possède un point de rebroussement à Torigine ; 
3^ trouver le lieu des sommets, le lieu des foyers, le lieu 
des points communs à la direclrice et à Taxe ; 4® le lieu des 
projections de l'origine sur les asymptotes. On démontrera 
que ces différents lieux sont- constitués par un système de 
deux cercles. (G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant^ 
E. VAZEILLE. 
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REPRESENTATION PLANE DES QUADRIQUES 

Par M. G. de Liongchamps. 



1. Déiixdtion d'une surface omaloïde. — M. Syl* 
vester (*) et, après lui, M. Gremona (**) ont proposé d'ap- 
peler surfaces omalo'ides celles qui jouissent de la propriété 
que nous allons développer. 

Imaginons qne les coordonnées homogènes d'un point 
m{Xj y, Zy u) soient liées à celles d'un point correspondant 
M(X, Y, Z, U), par les formules : 

?1 ?« ?8 ?4 

?i9 9s9 9if ?4 représentant des fonctions algébriques ration- 
nelles, entières et homogènes des lettres X, Y, Z, U. Sup- 
posons maintenant que l'on puisse déduire des formules (A) 

1 • . X Y Z U ,_. 

les suivantes : --- = -p- = -; — = -r-> (B) 

'J'I '^% *8 +4 

les dénominateurs ^i, ^,, ^„ «j^* représentant encore des fonc- 
tions algébriques rationnelles, entières et homogènes des 
lettres x, y, z, u. 
Si le point M est mobile dans un plan II; si Ton a, par 

conséquent, 

AX + BY + CZ + DU = o, 

le point correspondant m décrit la surface S qui correspond 
à l'équation 

A^'i + B^, + G^/3 + D^., = o. (S) 

Je dis que S peut se représenter, point par point, sur 
un plan. 

En effet, soient (cci, j/i, «i, u^) les coordonnées d'un point 
particulier m^ de 2 ; les formules (B) permettent de calculer 
des quantités X,, Y^, Z,, U,, auxquelles corresponde un point 

(*) Sylvester. Nel Cambridge and Dublin Math. Journal^ t. VI, p. 12. 
(**) Cremona. SuUe trasformazioni raaianoU nello spazio, Rendiconti de 
Reale Istituto Lombardo, Série II, vol. IV, fasc. X (mai 1871). 

JOrailAL DB MATH. SPiC 1884* 9 
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Mj. Mais les relations (B) et (S) donnent, par combinaison, 

AX, + BTi + GZi + DUi = G. 

Ainsi, à tout point de S correspond un point de II. 

La réciproque est vraie. Pour rétablir, imaginons mainte- 
nant un point quelconque M'(X'. T, Z', U') du plan II. Les 
formules (A) donnent une solution unique, et bien détermi- 
née, pour CD, y, !s, u; exception faite (dans ce cas, comme 
dans le précédent) de l'hypothèse particulière oii les déno- 
minateurs s'annulent simultanément. 

Soit x% y\ z\ u la solution donnée par les formules (A), 
je dis que le point correspondant m' appartient à S. En effet. 



X y z u 



' 9 



des relations 

?1 ?î' ?8 ?♦ 

on déduit, par le calcul même qui a permis de passer des 
formules (A) aux formules (B), 

*i' ~ 1^; "" w " V 

Mais le point M' est, par hypothèse, situé dans le plan II; 
on a donc 

Ar + BY' + CZ' + DU' = G, 
et, finalement, 

A^'i' + B^; + c^/ + D^; = G. 

Cette égalité prouve que le point m appartient à 2. 

Lorsqu'une surface S jouit de la propriété de pouvoir être 
représentée ainsi, point par point, sur un plan, M. Sylvester 
dit que S est une surface omaloïde. Nous adopterons aussi 
cette expression; mais, sans rien changer à la généralité 
de la définition que nous venons de développer, nous la mo- 
difierons légèrement et nous rapprocherons ici ces deux 
idées, qui se correspondent si intimement, les courbes uni" 
cursales et les surfaces omaloïdes. 

2. Définition élémentaire des surfaces oma- 
loïdes (ly. — Supposons que les coordonnées x, y, z d'un 
point de l'espace, mobile sur une surface S, puissent être 



(1) M. Picart (Thèse de MaOiémaUqueSy 1877) a aussi considéré ces sur- 
faces qu'il a nommées surfaces unicursales. 
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représentées par les formules 

? ? ? 

?9 9i» ?29 ?8 étant des fonctions entières de deux lettres ^,6; 
la surface S est, en général, et sauf une vérification néces- 
saire que nous signalerons tout à l'heure, une omaloïde. 

Imaginons, en effet, un plan n et, dans ce plan, prenons 
deux axes de coordonnées (at, coO. A un point m' du plan II 
correspondent des coordonnées f, 6'; les formules (<x) permet- 
tent de calculer les valeurs, correspondantes d'à?, d'j/ et de z. 
Soient x\ y\ z' ces valeurs, et soit M' le point correspon- 
danty point situé sur S. On peut dire qu'à un point m' de II 
correspond un point unique, et bien déterminé^ de S; il 
n'y a d'exception que dans le cas où les fonctions 9, op^, (p,, 
9, s'annulent simultanément, et alors les formules {d) de- 
vraient être simplifiées. 

Considérons maintenant les équatioDS (a) et cherchons à 
les résoudre par rapport à / et à 0. Cette résolution est pos> 
sible, si x, t/, x, représentent^ comme nous le supposons, les 
coordonnées d'un point de S, et elle conduit, en général, à 
des expressions de la forme 

l'» ^ii l'î désignant des fonctions entières des lettres x, y, z. 
Ceci résulte de ce fait qu'en éliminant t entre les égalités (a) 
on obtient deux équations en ô, lesquelles n'admettent en 
général qu't^ne solution commun e. Mais cette règle souffrant 
des exceptions, avant d'affirmer que les formules (a) repré- 
sentent une surface omaloïde, on devra s'assurer qu'on peut 
déduire les égalités ({-i) des relations proposées (a). 

3. Théorème. — Les quadriques à centre sont des surfaces 
omalo'ides. 

La considération des génératrices qui passent par un point 
de l'hyperboloïde à une nappe conduit aux équations connues 

a \c / 1 ,^. 
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En considérant dans ces égalités x, y, z, comme des in- 
connuesy on sait que ces équations sont compatibles et con- 
duisent aux formules 

X _ i+t^ y _ / — 6 z _ / + e 
a — I — fô ' 6 — I _ fô* c "" I - rt' ^ *^ 
Ces égalités donnent d'ailleurs, par un calcul évident, 

_ a{bz + cy ) _ o(6g — cy) 
— 6c(a? + a) ' ~ bc{x + a) * ^ *^ 

Les formules (H^) et (fcj) montrent déjà que les hyperbo- 
loïdes réglés sont des surfaces omaloïdes. Il est un peu plus 
difficile de voir comment cette propriété s'étend aux surfaces 
à centre dénuées de génératrices rectilignes réelles. On j 
parvient pourtant, très simplement, comme il suit. 
Les formules (Hi) et la relation connue 

'ôF'^'b^ "c*"~ ^ 
conduisent à la relation identique 

(i + /Ô)« + {t — ô)» — {t + ô)« = (i — ^Ô)«. 

Posons maintenant 

t — 6 = 2W, et t-}- ^ = 2Vf 
et nous aurons l'identité 

(i + v* — u^y + 4W« — 41;* = (i — 1;« + w«) ; 
si, dans cette identité, nous changeons u* en-^i;', ou v enfr, 
comme on voudra, l'identité subsiste et prend la forme 
nouvelle : 

(l _t;t — w«)« + 4U> + 4V^ = (i +î;* + M*)*. (1) 

C'est cette identité qui permet de calculer les coordon- 
nées d'un point de l'ellipsoïde et celles d'un point de l'hy- 
perboloïde à deux nappes, comme nous allons le montrer. 

L'égalité (1), écrite sous la forme 

donne pour représenter un point de l'ellipsoïde les formules: 



JOURNAL DX IfÂTHÉMATIQCES SPÉCIALES 197 

X _ I— ^«^6« y _ 2t S _ 26 

desquelles on déduit, d'ailleurs, 

^ = . / 1 , et 6 = -— — — -. (6) 

Enfin, si nous revenons à l'égalité (1) et si nous récri- 
vons de la manière suivante : 

(— iï^ ) +W +' =( Tv )' 

les coordonnées d'un point de l'hyperboloïde à deux nappes 
pourront, d'après cette remarque, être représentées par les 
formules . 

X _ I — <' — 6» y _ t z _ I + ^' 4- 6* 

7~ 26 • S'-ô' 7"" ^6 • ^^»^ 

De ces égalités nous tirons aussi 

6 = i et t = -r^. f r . (/i,) 

az -f- ex {az -{- ex) 

Les formules (E), (e); (Hj), (Aj); (Hj), (Aj) établissent 
que les quadriques à centre sont omaloïdes et peuvent se 
représenter, point par point, sur un plan. 

Nous allons maintenant montrer l'utilité de cette re- 
marque et déduire des propriétés élémentaires des droites 
et des cercles des propriétés correspondantes pour les qua- 
driques à centre. 

Mais il nous faut entrer d'abord dans quelques dévelop- 
pements qui sont comme la base de la transformation qui 
nous occupe. - (A suivre.) 



HYPERBOLE DES NEUF POINTS 

NOUVELLE ANALOGIE ENTRE L HYPERBOLE ÉQUILATÈRE ET LE CERCLE 

Par M. Brocard, capitaine du génie. 



1. — La transformation par droites symétriques est un 
cas particulier de la transformation biquadratique ; en 
d'autres termes, à chaque point M du plan correspond un 



1 
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point unique bien déterminé M'; à chaque droite une co- 
nique. 

Les points fondamentaux de la transformation sont au 
nombre de trois, les sommets du triangle de référence ÂBC. 
Les côtés opposés en sont les courbes fondamentales. 

Le cercle fixe (c) des trois points fondamentaux est le 

cercle circonscrit à ce triangle (*). 

Parmi les points remarquables que Ton rencontre ainsi dans 
le triangle, et que Ton obtient par l'intersection des droites 
symétriques (**), on peut citer, par exemple, le centre 
du cercle (c) et le point de rencontre H des hauteurs (ou 
orthocentre) ; le centre de gravité E et le centre des mé- 
dianes anti-parallèles K (***), etc. 

Ces points, et d'autres analogues jouissent de nombreuses 
propriétés, dont Tétude a occupé récemment plusieurs 
géomètres (****). 

2. — Ces préliminaires posés, il est facile d'établir que 
La conique (C*) correspondant à une droite (d) est une ellipse^ 

(*) Voir Bulletin des SciencM mathématiques et astronomiques, t. Y, 1873, 
p. 206-240 (Mémoire de M. Dewulf), et t. VI, 1882, p. 15M68 (Mémoire de 
M. Schoute). 

(**) La transformation dont il s'agit revient à celle que M. A. Mathieu a 
indiquée dans son Étude de Géométrie comparée, publiée aux NouvetUes 
Annales de 1865 (t. lY, p. 393, 481 et 529). Le mode de conjugaison employé 
dans ce travail est le faisceau d^inverston, formé de deux systèmes de droites 
dont les bissectrices coïncident. Ce sont donc les droites symétriques dont il 
est question ici. 

Les diverses propriétés générales énoncées plus loin se trouvent indiquées 
ou démontrées déjà par M. Mathieu dans le mémoire cité. D'autres géomètres 
les ont également rencontrées dans leurs recherches. 

(***) Ce point de rencontre des médianes anti-parallèles, ovl des symédianes, 
suivant Texpression plus abréviative proposée par M. d'Ocagne (Nouvelles 
Annales, t. II, 1883, p. 450-464), a été étudié pour la première fois en tous 
détails par M. E. Lemoine dans plusieurs communications insérées aux 
Nouvelles Annales (1873, t. XII, p. 364^366) et aux Annuaires du Congrès de 
l'Association française (1873 et 1874). U avait bien été rencontré fortuitement 
par d'autres géomètres, dans la solution de plusieurs problèmes isolés, et 
l'on en avait déduit autant de constructions différentes (Gauss, Schlômilch, 
Grèbe, Hossard, Hain, Mathieu, etc.); mais c'est M. E. Lemoine qui a fait 
ressortir toute l'importance de ce point dans la géométrie du triangle. (Yoir 
Mathesis, t. I, 1881, p. 153, 173 et 185, la notice de M. J, Neuberg.) 

(♦•♦•) Yoir, par exemple. Zeitschr. /. math. u. naturw. Unterrichl. t. XII 
à XY, 1881 à 1884. 
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une hyperbole ou une parabole, suivant que la droite (d) est 
extérieure, sécante ou tangente au cercle (c). 

Considérons, en particulier, les sécantes issues d'un point 
M du plan. 

Les points oti elles rencontrent chaque côté du triangle ABC 
ont leurs correspondants sur les deux autres côtés, c'est- 
à-dire au sommet opposé. On en conclut que 

La conique de transformation d*une droite (d) est circonscrite 
au triangle de référence. 

3. — Les points L^ L, oh cette droite (d) rencontre le 
cercle (c) ont leurs correspondants à Tinfini, et dans la 
direction symétrique des lignes AL^ AL,, ou BL^ BL,, ou 
CL^ CL, par rapport aux bissectrices du triangle. 

Ces droites passent par les points diamétralement opposés 
à Li et à L, sur le cercle (c). 

On en déduit aisément que 

Les deux angles des asymptotes sont mesurés par la moitié 
des arcs suivant lesquels la droite (d) (L^L,) divise le cercle (c) 
des trois points fondamentaux de la transformation (*). 

A toute autre sécante du cercle (c) correspond une hyper- 
bole circonscrite au triangle ABC ; 

Et réciproquement : 

A toute hyperbole circonscrite au triangle ABC correspond 
une certaine droite (d). 

4. — Au faisceau de sécantes issues du point M corres- 
pond, comme on vient de le voir, un faisceau d'hyperboles 
circonscrites au triangle ABC. 

Parmi ces coniques, il est intéressant de chercher à quelles 
droites (rf) correspondent des hyperboles équilatères. 

Or, on sait que 

^hyperbole équilatère circonscrite à un triangle ABC passe 
par l'orthocefitre H de ce triangle (**). 



C) Voir Nouvelles Annales, t. XVI, 1877, p. 3742. Questions 1163 et 1164 
(Haton). Voir aussi dans le même volume le Mémoire de M. Amigues sur 
les transformations du seeond ordre dans les figures planes, et dans le t. IV. 
1865, l'étude de M. Mathieu. 

(**) Brianchon et Poncelet [Annales de GergonnCy t. XI, 1821). 
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Mais, en vertu de la réciprocité des figures conjuguées, 
la sécante correspondante (d) doit passer par le point 
conjugué du premier. On en conclut que 

Le faisceau d'hyperboles équilatères circonscrites au triangle 
ABC correspond au faisceau de rayons du cercle (c) circonscrit 
à ce tj^iangle. 

Ou aurait pu arriver à la même conclusion en observant 
que l'angle L^BLa des asymptotes de l'hyperbole, défini par 
la condition indiquée au § 3, devient un angle droit lorsque 
la sécante LiL, est un diamètre du cercle (c). 

5. — Gela posé, parmi les hyperboles équilatères dont il 
vient d'être parlé, il y a lieu de remarquer celle qui passe 
par le centre de gravité E du triangle. 

Cette condition entraîne d'intéressantes conséquences. 

En effet, l'hyperbole équilatère correspond alors au rayon 
OK du cercle (c), passant par le point K, centre des symé- 
dianes, ou point de Lemoine (*) (Voir § !)• Cette ligne OK 
n'est autre que le diamètre du cercle de Brocard; et, par con- 
séquent, l'hyperbole équilatère correspondante passe aussi 
par les points 

D centre d'homologie des triangles ABC, AiB^Ci (voir les 
notices antérieures) (**) et conjugué de D' pôle de la 
corde wo)' du cercle de Brocard. 

Z' conjugué de Z, milieu de OK et centre du cercle de 
Brocard. 

S' conjugué de S, milieu de (ow'. 

Ainsi, nous rencontrons une hyperbole équilatère (F) cir- 
conscrite au triangle ABC, et passant par cinq autres points 
remarquables résultant de constructions géométriques : 
HEDZ'S'. 

La détermination complète de cette hyperbole mérite donc 
quelque intérêt. Elle fait l'objet de la présente notice. 

9 

6. — L'hyperbole (F) appartient à un faisceau de coniques 
dont il est facile de trouver, par exemple, le lieu des centres. 

(*) Comme M. J. Neuberg a proposé de le désigner. 
(**] Journal de- Mathématiques élémentaires^ t. H, 1883. 
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Les côtés du triangle et les hauteurs correspondantes 
représentent les variétés de ces coniques réduites à leurs 
asymptotes ; les pieds des hauteurs font donc partie du lieu. 

D'autre part, les trois sommets du triangle ABC et les 
symétriques des sommets par rapport aux milieux des côtés 
donnent trois parallélogrammes par les sommets desquels 
on peut faire passer des hyperboles équilatères ayant pour 
centre les milieux considérés. Ces points — milieux des 
côtés du triangle — font donc encore partie du lieu géo- 
métrique cherché. 

Enfin, il en est de même des milieux des segments des 
hauteurs compris entre les sommets du triangle et l'ortho- 
centre : car les hyperboles équilatères circonscrites au 
triangle passent par Torthocentre H. 

Le lieu d^ centres passe donc par les neuf points qui 
définissent le cercle (c') des neuf points. 

Mais, en général, le lieu des centres des coniques passant 
par quatre points, c'est-à-dire satisfaisant à quatre condi- 
tions, est une conique. (Brianchon et Poncelet, loc. cit,) 

Dans le cas qui nous occupe, cette conique n'est autre 
que le cercle (c). En conséquence 

Le cercle (c*) des neuf points est le lieu des centres des hyper- 
boles équilatères circonscrites au triangle ABC. (Brianchon et 
Poncelet, loc. dt.) (*). 

7. — Ainsi que j'ai eu déjà l'occasion d'en montrer l'utilité, 
ce cercle (c') peut être défini : la figure semblable au cer- 
cle (c) circonscrit au triangle ABC, le centre de similitude 

étant l'orthocentre H et le rapport de similitude, — . Le cen- 

2 

tre de ce cercle est au milieu de OH (**). 



(*) La notion du cerde des neuf points a été très explicitement établie par 
Brianchon et Poncelet dans le Mémoire cité. C'est le même cercle qui porte 
aussi le nom de Feaerbach, géomètre, qui a reconnu sa remarquable propriété 
d'être tangent au cercle inscrit et aux trois cercles ex-inscrits. (Eigenschaflen 
einiger merkwûrdigen Punkte des Dreiecks. Nûmberg 1822.) 

Dans la géométrie de MM. Rouché et De Comberousse, Je cercle des neuf 
points est attribué à Euler. Pourquoi ne lui donnerait-on pas le nom de ce 
grand géomètre? 

[**) Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 1, 1873, p. 224. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 188^. 9. 
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Cm point de Ttte pourra nou0 servir dani^ la duite.^ 
Nous airivoiis donc à ce résultat quô ' . 

Le centre W de V hyperbole (r) 4,e trouve swr le tercU {d)\e%^ 

les (Ufymptotes de cette -conique rencontrent cé c&tcle'en detioo 

pôint9 m^, m, diamétralement opposés. 




.-.'-'''V 







Observons, maintenant, que Thyperbole (r) est circonscrite 
à un trapèze. On a établi, en effet, le parallélisuie' d«9 
lignes HD, EZ\ 
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Les milieux /i, /^ de ceâ deux cordéâ âôtit donc? istlr un dia- 
mètre passant parle point S d'intersection des côtéé ÔË, HZ' 
du trapèze. On a vu que ce point S est sur OE. ' ^ 

Le diamètre AO/^S rencontre la circonférence (c') en dcUX 
points, l'un du côt-é de la grande base Dîï; l'autre du Côté 
de l'a petite base EZ'. Ce dernier, W, est le Seul qui répotido 
" à la question. Il représente le centre cherché. 
, Quant aux asymptotes, ce sont les droites' Wnti Wm^joi^ 
gnant le point W aux extrémités du dianaètréwl^^Wa du cefcle 
(c') parallèle aux cordes HD, EZ', ou à la droite OK. 

è. — Parmi les propriétés étudiées dans uiïé précëdéûte 
notice, on a établi que OS parallèle à DH est la taftiilà 
de DH. On eu conclut que //^S est parallèle à ÔD et que le 
point W oîi elle rencontre HN est au milieu dé 'Cette ligne. 

La définition du § 7 conduirait d'ailleurs à cette remarque. 
Mais le point N, symétrique du point H par rapport âU 
point W^ appartient à la fois â Vhypéî^bole (F) et au Cercle (c). 

Ainsi, nous arrivons- à la détermination complète d'une 
hyperbole équilatère (r) passant par neuf points rettiaf qtiâbléai 
au" plan du triangle. * 

Cette hyperbole des neuf points est d'autant plu^ iûf éreâ* 
santé à signaler, qu'elle d<evient l'analogue du cercle des neuf 
points, et qu'elle établit, d'une manière nouvelle et très 
simple, la. liaison de divers points associés, au triangle par 
voie de transformation biquadratique résultant de l'emploi 
de droites symétrique?. . ^ 

Cette conique n'est pas le seul exemple de l'hyperboléf 
équilatère passant pat neuf points du plin. Il existe^ ei^ 
efiet,_ un. groupe de neuf points qui se trouvent toujours sur 
une hyperbole, et, dans un cas particulier, cette conique 
(îevient Une hyperbole équilatère, et passe en outre par Mît 
dixième point du plan. 

Les poijits dont il est question sont les suivants :Jes six 
points milieux des côtés et des diagonales d'un quadrilatère 
inscriptible, les points de rencontre des côtés opposés et des 
diagonales, et enfin le centre du cercle. 

Voir Nouvelles Annales, 1864, t. III, p. 265-267. 
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&. !— Lea propriétés reconnues dans Thyperbole (r) 
donnent quelque intérêt à la recherche de son paramètre, 
qui doit avoir une forme symétrique et une expression rela- 
tivement simple. 

Pour y parvenir, on devra former Téquation de l'hyper- 
bole A, B, G, E, puis les équations deg asymptotes, et calculer 
le produit des .distances d'un des points A, B, G, E aux • 
deux asymptotes. Ge produit doit, évidemment, être constant 
et représenter le carré du paramètre cherché. 

Prenons pour origine le milieu A' d'un côté BG du triangle 
et pour axe des x ce côté (coordonnées rectangulaires). 
. Ge choix d'axes semble de nature à faciliter les calculs, 
pour les, raisons suivantes : 

, 1° Le terme du premier degré en x doit disparaître de 
l'équation générale; 

2* Les coordonnées des points A et E sont proportionnelles 
entre elles. Les résultats de leur substitution dans l'équa- 
tion générale doivent donc être identiques pour les termes 
du second degré, et ne différer que pour les autres termes 
de degré moindre. 

L'équation générale des hyperboles équilatères passant 
par les points B et G étant 

cc« + B,xy — y^-i-E,y = o, 

4 

la substitution des coordonnées des points A (a? =6 cos C , 

y^=.jbsinC)oXE(x = ---(6cosG —)yy=-^bsmC\ donne 

deux équations d'oîi l'on tire immédiatement 

— — fbcosG-.-f + 6«sin«C — a« 

P _ fl' B = i— — ^ ^/ 

"^'^ 6sinG' ' 1. ' rfu n ^\ 

sin G ( 6 cos G j 

et, en se servant des relations et notations connues. 



zah cos G = a'^ -}- b^ — c% 2ab sin G = /2M* — p* 
m* = a« + ^* + c\ n* = a«6» + a^c^ + 6*c% 

p' = a' + b' -f cS 
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ron trouve facilement 

la^ _ 2n* — 2p* — 20* + 26*c' 



v/2n* — p* (6* — c*)v/2n* — p* 

Les coordonnées du centre de l'hyperbole étant x^^ y^, les 
asymptotes ont pour équations 

y^y^ = m{x — a?i), y—y^ = m^x — x,), 

m' et m" désignant les racines de Téquation 

m* — B^m — 1=0. 

m 

Les distances du point B lx = — , y = o J à ces deux 

droites étant représentées par S^ et S^, Ton* en déduit, pour 
le carré du paramètre, 

yl — B^x,y, — xi + axi-^^^-^ 



ou 


Eî 


XV. — ■ 

a' (4 + B?) 
4 


(C 


v/4 + Bî 






K' = 


*) v/2n*- 


-p* 




(4 + Bî)"^ 




1 6 (p* — n*) y/p* 


— n' 





fonction symétrique des côtés du triangle. 

Lorsque le triangle est isoscèle, le paramètre devient nul; 
en d'autres termes, l'hyperbole (!') se réduit à ses deux asym- 
ptotes, la base du triangle et la hauteur correspondante. 

Il n'y a pas d'intérêt à développer le numérateur. Cepen- 
dant on pourra remarquer les identités 
(c«-a«)(a«— 6*)(6«— c») = a«(6*— c*)+6«(c*— a*)-fc»(o*— 6*) 

= a*(c»— 6«)+6*(a«— c»)-fc*(6»— a*). 

Nota. — Le fait de la proportionnalité des coordonnées 
des points A et E explique la facilité de réduction que nous 
avons rencontrée dans l'analyse de ce problème. 

La même recherche essayée pour les hyperboles équila- 
tères circonscrites au triangle ABC et passant par un des 
points tels que 0, I, K, Z, S, D', ... définis dans les notices 
précédentes, conduirait à des calculs très pénibles et pour 
ainsi dire inextricables. 

Le plus simple de tous ces paramètres est donc celui que 
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nous venons d'obtenir pour rhype]rb(>|e- (F) des neuf points. 
L'oû potii+a-s'exj^eràt retrouver les mêmes résultats en 
se'servantdes„6ççrç4bnn'éies des' points D, S' et Z'^t, Cour Tor- 
thoeentre H c;<^ijiu}î:à tdliles Je:s hypb rigoles 4quilatèr.es, 
circonscrites au triangle, le paramètre est riéoessàirement 
indéterminé (et ..au..coîi traite on çst obligé de .se 1^ 4oiî^ner) ; 
mais alors on rempiacejrô iè point H pat* le 4)(nht!N 'diamé- 
tralement opposé sur rhyperbole (F)^ et l'on devra retrouver 
le même paramètre. 

Notes jdiverses. 

• ' • • . ' '^' ■' ' ' * ' * 

I. — Distances des points et H atix côtés du4riftngle > 

80a = — cet A,. 'BHâ=?3^— : — ir'^f>i B cosG; 

2 sin A ; 

donc V . 

• 80a-^Ua = C'% 

ce qui donne la signification géométrique du produit 
cos A cos B cos G : - ; 

1)2 

80a . SHâ = cos A eos B cos G. - 

2 

II. — Longueur dfi l^i ligne OH. — On trouve j après 
quelques réductions- fadles, '^ .. ' ' ' 



1 t t 



Ôîï^ = ^^[(3 cos B cos G — sin B sin G)^ ^sin^ (B— G)] 

4 siû* B ' 

ou , . i. 

1)4 

OH^ = (i — 8 cos A cos B cos G) 

4 ■' -^ 

90*6*c* — m*(2n* — p*) 

2n* — p* ^ * 

m. — Point n de rencontre des lignes qui joignent; les" 
sommets du triangle aux points de contact des côtés ayecî* 
le cercle inscrit. 

Soient I le centre du cercle inscrit, T sa projection sur* 
le côté a, B'G' les projections de V sur les côtés b et c. L» 
droite An a pour équation - • 

p l'B' 



ï 



TG" 
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Or, IF==-|-; IB=5— CQt— ;IG= Tg-cot— ;IB;^=-.5-cos*- ; 

-r^f ^S .,B _ 

IG = -=r C9s^ — r donci . 
P 2-^ . ,, 

; ^' 1 , B G 

a COS« = S COS* = Y <50S' — ^^= K 

2 ^ 2 » 2 

avec ^ . . . « T 

■ - aa ^ ^p +-^cy == 2S. . 

On en déduit, par exemple, 

4S» I 



a = 8na== 



^ ' cos^ — 

2 



Les distances de ce pQÎnt naux côtés sont donc inverse- 
ment prdpottionnelles âus :carrés des cosinus des demi- 
angles oppo^s. • ' . 
■• • • • ' ' - < j ' . . 

IV.—* Point' M'djô: reijcoûtrç dçs droites BN' qui joignent 

les sommets. du irianjgle, au;x, points de contact des côtés 
opposés avec les cerclés ex-înscrits correspondants. 

Soit i' le centre^ du cercle ex-inscrit tangent en N' au 
côté 6. L'on a ' 

7. = NC' sin G ;.Y == N'A sin A; i'K = ^ ; 

. • N'G= Ki' tg— ; N'A = Kf, tg — . 
. ' 2 .2 

Donc 

j^ _ a(P — c) . 

• oc ~ c(P — a) ' 
dVù 

aa p6 Y^ - TT 

P — a ~" P — 6 ~ P — c "" 
avec 

,«a + 6j3 + Cy == 2S. 

On en déduit, par exemple, 

2S(P — a) 

Ge point remarquable parait avoir été signalé pour la pre- 
mière fois par Hochheim. (Archives de Grunertj i. LII, 187 1.) 
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On reconnaît très facilement que ce point est situé sur 

la ligne El, et qu'en outre EM = 2 .EL 

En effet, 

2S _2S^ _ 2S(P^a) , 

d'oii 

P — g i_^ 

M — E _ Pa 3a _ 3P— 3a — P _ 

E — I "" j i_ "" ^ 2P — 3a "" ^* 

3a 2P 

V. — Gomme exercice de calcul, on peut se donner 
rhyperbole équilatère 

((jt.,v)('7c,y) représentant deux points E et H de la courbe, 

et se proposer de déterminer, entres autres, .les points 0, 0, 

D, S, D', K, qui doivent donc avoir^ par rapport au triangle 

inconnu ABC, les situations indiquées dans le cours de ces 

recherches. C'est ainsi que l'on trouve, par exemple, pour 

les points précités : 

^ 3U. — TU 3v — Y 

x = '^ y= ^ 



2 2 

05= y = 

4 4 

^ 3uL + TT 3v + y 

D' X= r-f r-^ y = ' ^ 



2(Jt.v -{- 37rv -|- ^n ^[^^ *f" ^^'^ "h 3[x;^ 



^fA^' + I^Z + ^^ 2fXV + {XX 4- 7CV 

La détermination des autres points S', Z, Z', ... devient 
beaucoup plus compliquée. 

VI. — Tangentes des 8 premiers multiples de l'angle a. 

1/2/1* — »* . m* v/2/1^ — »* 

tga = -!^ — _^ tg2a = 



w* p* 
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^ p* + n* ^ p8 

«8 — n* 4- n*p* , ^ «« — n® 

» p8 — n* — n*p* ^ ® p*^ — 3n* ^ 

_ p^'-j-n*p^-— 2n^p*— fi** _ p8(p8-> 2n^) ^ 

*^7*— n*(n8— 2p'— 2p*n*) ^* ^ p"4-2n^«— 4ny^^* 

VII- — Distance du centre du cercle des neuf points 
aux côtés du triangle. — Ce centre est le milieu de OH. 

Or, Oa= — cos A, et Ha = D cos B cos C. On en déduit 

' (^). = icos<B-C, 

Dans tout ce qui précède, on a posé, pour abréger : 
a + & + c = 2P, a* + ^* + c* = m*, 
' a«6« + aV + 6*c« = nS a* + 6* + c*=p^ 
Ces notations sont extrêmement avantageuses et Ton a pu 
voir combien elles donnent de symétrie et de clarté aux 
formules et de facilité aux recherches. Nous la recomman- 
dons aux géomètres qui voudront porter leur curiosité sur 
cet intéressant sujet d'études. 



SUR LA DÉCOMPOSITION 

DES P0LYI90M1ES H0M06ÈNXS DU SECOND DEGRÉ* 
EN SOMMES DE CARRÉS 

Par M. Kœbler. 

{Suitej voir page 188.) 



Théorème. — Pour qu'un polynôme homogène du second 
degré à n variables soit décomposable en p carrés^ il faut et il 
suffit que le déterminant de ses dérivées partielles et ses mineurs 
jusqu'à Vordre n — p — i inclusivement soient nuls à la fois. 

Supposons le polynôme réduit à une somme de p carrés, 

/•=pf+Pi+... pj 



1 



210 
On a 



A= 
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Pi = a^^Xi + a„aî, 4- • • • + Oi»a?n 
P, z= a^jari + ûm^i + • • • + <hn^n 



—■ f'^i = ««Pi + ««p. + • • • +apîP|. 



— /"œ,= ff„Pi -f oj,?, + . . . -f Op„Pp 
Le déterminant des dérivées partielles est donc 

«120ll+a22«21 + -+Vpl «i2+aM+-+«p2 - <*12«ln+«2i"2«+-'^VV 

«ln«ll+Û2n«2l+-+VV «ln«12+«2n«22+-+ W •••<+^lri+-+«Jft 

Il se compose de p*^ déterminants partiels; une colonne 
quelconque d'un de ces déterminants se compose des coeffi- 
cients d'une des fonctions P^, P, . . . ou Pp multipliés par 
un facteur constant. Ils sont donc tous nuls, car ils ont tous 
n colonnes et il n'y a que p colonnes distinctes (abstraction 
faite des facteurs communs). Ainsi A est nul. De même 
tous ses mineurs composés de plus de p colonnes sont nuls 
pour la même raison. Les mineurs différents de zéro auront 
au plus p-colonnes et seront de Tordre n — p. 

Réciproquement, supposons que A soit nul ainsi que tous 
ses mineurs jusqu'à Tordre n — p — j inclusivement; je dis 
que le polynôme se réduira à une somme de p carrés. 

Soit 

/•=P? + Pi+...+P2. 

Le déterminant A des premières dérivées sera évidemment 
le carré de 



D == 



a 



11 ^11 • • • ^«i 



«U «22 



fln2 



«In fl2n . • • Ctnn 

puisque A = o, on a aussi D = o. 
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Si l'on considère un des mineurs principaux de A, dont 
Tordre soit au plus n — p — i , il résulte du lemme I qu'il 
est égal à la somme des carrés des mineurs de D que l'on 
peut former avec les éléments des lignes et colonnes de 
même rang que celles du mineur principal en question ; donc 
tous ces mineurs de D sont nuls. Mais D n'est autre chose 
que le déterminant des n fondions linéaires P^, P,, . . • P» ; 
puisqu'il est nul ainsi que tous ses mineurs jusqu'à l'ordre 
fi — p — I inclusivement, il résulte du théorème I que n — p 
de ces fonctions linéaires peuvent s'exprimer en fonction 
linéaire des p autres, et par suite le polynôme f se réduit à 
une somme de p carrés. 

Lorsqu'on applique le théorème précédent aux polynômes 
homogènes à trois et à quatre variables, on trouve tout d'abord 
pour leur réduction à un ou deux carrés un nombre de con- 
ditions supérieur à celui qu'indique la géométrie analytique. 

Ainsi, pour qu'une surface du second ordre se réduise à 
deux plans, il faut trois conditions. D'autre part, pour que 
le polynôme à quatre variables se réduise à deux carrés, le 
déterminant de ses dérivées partielles doit être nul ainsi que 
tous ses miaeurs du premier ordre, et il y a dix mineurs 
distincts; mais les conditions auxquelles on arrive en les 
égalant à zéro ne sont pas toutes distinctes. Je vais les étu- 
dier en détail. 

Je remarque en premier lieu que le déterminant d'un 
polynôme à n variables est symétrique ; on peut donc lui 
appliquer la formule (S). Si D est nul ainsi que D^p, on aura 
aussi Dpq = 0, quel que soit q. Il suffit donc qu'un mineur 
principal IDpp soit nul, pour que tous les mineurs relatifs aux 
éléments de la première ligne ou colonne le soient aussi. 
Cette remarque faite, je considère le polynôme 

-f- 2a^^x^x^ + 2a„cc,a?, + 2a,4aj,a?4 + 2at^x^x^. 
Son déterminant est 



D = 



0,1 Oi, 0^8 «14 

«Il flji flaa 0%i 

^81 ^i% ^83 ^84 

a^l O4, a^a a^^ 



oîi a,i = Ou, a,i = «15, etc. 
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Les dix mineurs da premier ordre sont les quatre mineurs 
principaux D^, D,„ D^, I>«* et en outre D^,, D^,, D,^, D^,, 

Les mineurs du second ordre sont au nombre de trente, 
savoir : 
d^i = di2, cÇt =: (Çi, d\i = du, d^ = (@, d^ = du, ^33 = cfe*» 

«^ = <^3 = <ei di = €^ = d^ 



«11 = dÎ2 = ^4 ^33 = d§ = «Si 

»11 = ^3 = ^14 d^ = (^32 = ^^4 



2 = ^21 = (^23 dh =^ ^41 = ^42 

d22 = ^=<& d44 = d4i = d43 



= 023 = ^24 »44 = d^ = ^43 

Les six premiers de ce tableau sont les mineurs principaux 
du second ordre; ils entrent dans la composition de D^f, 
Da,, Dsa, ^u ûinsi que les douze suivants. 

Il faut ajouter 

di29 di2y di3. »i3, duy duy (fe, d^, (64, duy d^t ^34* 
Je suppose que Ton ait 

D = 0, D^^ = o, Djj = 0, 
ce qui donne déjà 

Di4 = o, D,4 = o, D34 = o, Di, = o, D,g = 0. 
Je dis qu'on aura aussi 

D„ = o. Du = o 
et pour le prouver je vais exprimer D au moyen desnnineurs 
du second ordre. 
On a . 

D . dg = D3,D,, - (D,,)« 
et aussi, en appliquant la formule (8) à Djj et à D44 : 
D,3 . au = d^d^ - {dU)\ D,,a,, = d^d^ - (<i§)». 
De plus, en vertu de la formule (4) : 

1^84^11 = d^du d^dzi = (^22^33 — d33«44« 

La substitution de ces valeurs dans Texpression de D 
donne, en supprimant le facteur commun d^, 

al-D=d^[^i^à - (di)»] - dS[didS - dU(^]-^^[d'àdU-d^d^] . 
Mais on a 

didM — (dM)' = aiil>2, 

d^zdu d22d33 = d^d^ — d23d23 ^ ^H*^%9 

dgg^fe — d22d44 = d24d24 d24d24 = "^ ûi^Dj 



'24 
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Il reste donc 

a^iD = dî|D„ - (^D.a + diD„. 

Gomme on a déjà 

D = o, Djj, = o, D,3 = o, 
il en résulte dslD,, = o et si à^ est différent de zéro, D„ sera 
nul, par suite aussi D^,. 

On démontrerait de même la relation 

a„D = rf^D,, - dSD,, + d^Du 
qui entraine D^ = o, en supposant toujours dg < o. 

Il résulte de ce qui précède que si D = o et si Tan au 
moins des mineurs principaux du second ordre i^ n'est pas 
nul, il suffit que deux des mineurs principaux du premier 
ordre, savoir Dpp et D^,, soient nuls, pour que tous les autres 
le soient. 

— La conclusion est en défaut lorsque tous les mineurs d« 
la forme d|| sont nuls à la fois. Je dis que dans ce cas la 
nullité d'un des mineurs principaux du premier ordre eittraloo 
celle du déterminant D. 

Soit par exemple D^^ = o. On a 

puisque d^ = o ©t D44 = o, on en conclut D,^ = o. 
De même 

D . d§ = D,, . D„ - (D„)» ; 



donc 
puis 
et par suite. 



D«4 = o ; 



Enfin réquation 

a,jy = dgD„ — (^D,3 + d^D,, 
fait voir que si a^ n'est pas nul, D est nul. 

Ajoutons maintenant les conditions D,, = o, D,, = o; on 
conclura du développement 

D = a^J)ii + OijDij + . . . 
que Du doit être nul, car on sait déjà que D^ =; o, D,, = o, 
Di4 = 0, à cause de D = o, D„ = o. Djj = o, D^^ = o. 

— Reste à examiner le cas où a^ serait nul en même 
temps que les mineurs principaux du second ordre. 
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Alors do régalilé d» = OnO,, — 0Î2 = o, on conclut a^ = o, 
de môme au = o, Oj^ = o. Le polynôme n'a plus que trois 
variables ce,, a?, et x^. Pour qu'il se réduise à deux carrés, 
il suffit que l'on ait D^ = ; au reste, comme on a en outre 
dît = o, (S = o, dii = o, il est facile de voir que ce poly- 
nôme à trois variables se réduit à un seul carré. 

En résumé, pour que le polynôme à quatre variables soit 
une somme de deux carrés, trois conditions sont toujours 
suffisantes. 

1® Si Tun au moins des mineurs du second ordre d^ n'est 
pas nul, il suffira que l'on ait 

D = o, Dpp = o, D„ = o. 

2® Si tous les mineurs principaux du second ordre sont 
nuls, il suffit que trois des mineurs principaux du premier 
ordre le soient. 



QUESTIONS POSÉES AUX EXAMENS ORAUX (1884) 

(Suitey voir p. 161.) 



33. — Trouver la surface podaire S d'un ellipsoïde E; 
les normales aux plans tangents étant abaissées du centre 
0, démontrer que S est la transformée par rayons recteurs 
réciproques d'un certain ellipsoïde E' ayant les mêmes 
plans principaux que E, le pôle d*inversion étant au 
point 0. 

34. — On donne une conique à centre et deux diamètres 
conjugués mobiles ; trouver : 

1® L'équation générale des hyperboles équilatëres U qui 
passent par les extrémités de ces diamètres ; 

2® Déduire le lieu des foyers de H du lieu décrit par le 
sommet réel. 

35. — On donne les dimensions (*) d'une conique pas- 
(*) C'esUà-dire la grandeur des 8xe.(t. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES SIS 

sanl par deux points fixes A, B ; irouYér le lieu des points 
communs à cette conique et à la polaire d'un point fixe P. 

36. — On donne quatre points fixes Â, B, G, D et on 
demande le lieu des points M tels que les droites joignant 
ce point aux points fixes forment un faisceau harmonique. 

37. — Lieu décrit par les droites A qui font avec deux 
droites fixes OÀ, OB, des angles dont la somme est con- 
stante. 

38. — Résoudre Féqualion 

T.'jix — i)» + %(x + r)» = o; 

et la suivante 

(a;+ 2)» +8(x— i)»=o. 

39. — On considère dans une conique deux cordes ÂB, 
A'B', conjuguées, c'est-à-dire, telles que le pôle de Tune 
soit situé sur l'autre; démontrer que les extrémités et les 
pôles de ces deux cordes appartiennent à la même conique. 

40. — On donne deux droites fixes A, A'; sur A deux 
points fixes P, Q; sur A' un troisième point fixe R. 

Gela posé, de part et d'autre du point R on prend deux 
points variables p, ^', équidistants de R et l'on mène les 
droites Pp, Q^\ qui se rencontrent en un point I. 

Trouver le lieu du point I. 

41. — Trouver la dérivée de 

42. — Par un point fixe on mène des transversales à une 
surface du second ordre donnée ; trouver le lieu des milieux 
des cordes ainsi obtenues. Peut-on prévoir à priori le degré 
de réquation à laquelle on doit aboutir? 

43. — On donne l'équation 

0?' + P^ + î =^ <5> 
trouver Téquation transformée au moyen de la formule 

_ g' 

^ - (6 + i)(c -f I) ' 
Uy bf c, désignant les trois racines de l'équation donnée. 
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44. — Construire les courbes qui sont représentées respec- 
tivement par les équations: 

^o yt — 2aîy -[- a?* = 0, 

2« xy{x + y) 4- ^* + y* = o> 

3* (^ + y)(«^* + !/•) + !/ — a? = 0, 

4® 20^ + !/• — 31/ = G. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



145. — On considère l'une des surfaces du second ordre 
qui passent par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche, 
et un plan. La section est une conique dont on demande les 
foyers. — Lieu de ces foyers quand la surface change ; lieu 
des foyers lorsque la surface restant la mftme, le plan se 
déplace parallèlement à lui-même. (E. Amigues.) 

146. — On considère la courbe F qui correspond à Té- 
quation 

Ayant pris sur Taxe de cette courbe un point P, sur OP 
comme diamètre (0 est lé point de rebroussement de F), on 
décrit un cercle A qui coupe F en un point M ; la tangente 
à F en ce point M coupe A en un point I. Vérifier que le lieu 
décrit par ce point I est la courbe unicursaïe qui correspond 
aux formules : 

X _ t^ y _ t\2 + 3^«) 

o ""4 + 9^*' a^ 4 + 9^' 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant» 
E. YAZEILLE. 
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REPRÉSENTATION PLANE DES QUADRIQUES 

Par M. G. de Longchainps. 

[Suitef voir p. 193.) 



4. Principe de la transformation omaloïdale. — 

Pour nous borner, et aussi pour éviter toute confusion, nous 
viserons uniquement dans ce qui va suivre Tellipsoïde. De 
plus, les axes w^, wô seront supposés rectangulaires. 

Dans cette manière de voir : à Tellipsoïde E correspond 
un plan H ; et, pour le distinguer des autres plans, nous 
rappellerons plan fondamental de la transformation. Si un 
point M décrit, sur E, une certaine courbe F, le point cor- 
respondant m décrit, sur le plan fondamental, une courbe 
correspondante y ; et réciproquement. 

On comprend donc comment cette représentation plane 
des surfaces constitue une véritable transformation, permet- 
tant de déduire les propriétés de Tespace, de celles du plan. 

La simplicité des résultats auxquels conduit cette méthode 
de transformation résulte, principalement, du théorème 
suivant qui, dans cette théorie, peut être considéré comme 
fondamental. 

5. Théorème. — A une ellipse U tracée sur l'ellipsoïde E 
correspond un cercle u sur le plan U ; le centre (ù de il a pour 
correspondant sur E un point û, obtenu en cherchant le point 
d'intersection de E, avec la droite qui joint le sommet A' au pôle 
de U (*). 

Soit 



[*) Par abréviation, nous appelons pôle d*une section plane T d'une quadrique 
le point par lequel passent tous les plans tangents ayant leurs points de contact 
sur r ; c'est, en d'autres termes, le pôle du plan de la section. 

JOU&NAL DE MATH. SPÉC. 1884' 10 
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réquation du plan P sur lequel est placée l'ellipse consi- 
dérée r. Les coordonnées d'un point M mobile sur U véri- 
fient simultanément Téquation (1) et celle de Tellipsoïde; 
les coordonnées (t, ô) du point m, point correspondant à 
M, et mobile sur le plan II, vérifient donc la relation 

a(i — /» — Ô') + 2p^ + 2YÔ — S (i + f« + 6«) = o, (w) 
ou 

(8 + a)(/« + 6«) _ 2p/ — . 2yô — 8 + a = o. (w') 

Nous reviendrons tout à l'heure sur l'hypothèse : 8 -|- a == o ; 
supposons, pour l'instant, 8 -j- a différent de zéro. 

L'équation (u) représente aloraun cercle; ainsi le^ ellipses 
tracées sur l'ellipsoïde se transforment en circonférences sur 
le plan fondamental. 

Démontrons maintenant que le centre od du cercle (u) a 
bien pour correspondant, sur E,le pointu, déterminé comme 
nous l'avons dit. 

A cet effet, remarquons d'abord que les coordonnées {t\ tf) 
de (0 sont données par les formules : 

a -f- S ' a -f- S ' 

Soientûc', y\ z les coordonnées de Û, nous avons, confor- 
mément aux formules (E), 

X _ (a + 8)« — p« — Y» 

a "" (a + 8)« + p«4-Y«' 

b i^ + ^y + p' + t^'' ^^ 

z' _ 2Y(a + ^) 

T ~ (a -f S)« + f^» + y' ' 
Appelons maintenant (x", y", z") les coordonnées du pôle u 
de U. Le sommet A' ( — a, o, o) sera en ligne droite avec 
les points û et i», si les égalités 

x' -{- a y z 

sont vérifiées. 
Or, nous avons 

ce" a y" _ p z" 



a 



8 ' . 6 8 ' c S 



= ^; (2) 
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et par suite 

x" + a 8 4" * 
ô "" 8 ' 
D'ailleurs 

. x' + a _ 2(a + $)' 

a (œ + 5)* + P* + Y* ' 

Ces deux dernières égalités donnent, par comhinaison, 

X -{- a 2S(S -|- g) 

x' + a " (a + 8)* + p» + f ' 
D'autre part, les égalités (1) et (2) prouvent que 

y 25(8 + «) 

is' 28(8 + g) 

Les trois rapports: 

a: + a t/ s 



^n » 



CD'' + a ' î/' 

sont donc égaux; et le théorème énoncé se trouve ainsi 
établi. 
Il nous reste à examiner le cas où Ton a 8 + g = o. 

6. Théorème. — Dans la transformation omalo'idale^ les 
ellipses tracées sur E, et passant par le sommet A', deviennent 
des droites sur le plan U ; 

Réciproquement, toute droite de U provient d*une ellipse de £, 
passant par le sommet A'. 

La première partie résulte immédiatement de Téquation 
(u) ; établissons donc la réciproque. 
Soit 

A/ 4- B6 -U C = G, (l) 

réquation d'une droite l du plan U. Les formules (e), trouvées 

plus haut, 

ay ^ az 

t=— — ? — -, = 



h{x + a) • c{x + a) ' 

donnent 

Al+B±+G^±f = o. (1) 

h c a ^ ' 
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Ainsi, lorsque le point m du plan n décrit une droite l de 
ce plan, le point correspondant M, dans l'espace, a ses 
coordonnées qui vérifient constamment l'équation de l'ellip- 
soïde et l'équation (1). Cette dernière représente l'équation 
générale des plans passant par le sommet A'; ainsi, à la 
droite { de n, correspond sur E une ellipse passant par le 
sommet A\ 

7. Remarques diverses. — Des deux principes géné- 
raux qui précèdent on déduit quelques cas particuliers 
qu'il importe de signaler. 

I. — Les sections principales de l'ellipsoïde sont repré- 
sentées sur n : 

1» YOZ par un cercle (t* -j- 6* == i) 
^ YOX par taxe wf (6 = o) 

3« ZOX par l'axe (o8 (t = o). 

II. — Les sections parallèles aux sections principales 
sont représentés sur n : 

1® Celles qui sont parallèles à YOZ, par des cercles concenr 
triques à V origine w; 

2® Celles qui sont parallèles à YOX par des cercles ayant pour 
axe radical commun Vaxe o>t; 

3® Enfin, celles qui sont parallèles à ZOX sont représentées 
sur n par des cercles ayant tous pour axe radical a>6. 

III. — Les ellipses passant par les sommets A et A! sont repré- 
sentées sur n par des droites passant par V origine. 

En effet, la relation 

y = mz, 
entraine l'égalité 

t me 



6 6 

IV. — Les ellipses tracées sur E sont sécantes^ tangentes, inté- 
rieures ou extérieures, en même temps qus les cercles corres- 
pondants de n. 

V. — Aux cercles qui passent par l'origine w, correspondent 
des ellipses passant par le sommet A; et réciproquement. 

En effet, si l'on suppose (§ 5) a = 8, le plan de la section 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 221 

passe par A et, en même temps, le cercle correspondant 
passe par co, 

VI. — Lorsque les ellipses tracées sur E ont leurs plans pas- 
sant par une droite fixe D, les cercles correspondants sur U, 
admettent le même axe radical. 

En effet, la droite D rencontre E, en deux points M', M', 
(réels ou imaginaires). Les cercles correspondants aux ellipses 
obtenues par des plans sécants passant par D passeront 
constamment par deux points fixes, savoir les points m' et m' 
qui, sur H, correspondent aux points M' et M\ 

La réciproque est évidemment vraie. 

VII. — Lorsque quatre ellipses A, B, G, D, tracées sur E, 
sont situées dans des plans qui concourent en un même point, les 
cercles correspondants a, b, c, d, tracés sur U, ont le même 
centre radical. 

Supposons, en effet, que le plan d'une ellipse, mobile sur E, 
passe constamment par un point fixe {x\ y z) ; nous avons 
alors 

+ P4- + Y— -5 = 0. 



a b c 

L'équation (u), (§ S), devient 

a| i-/«-o«-^(i + ^« + ô«) j+pJ2^-.^(i +i« + e«)j 

+ y |2e-^(i+i« + 6«)j = o. 

Cette relation a la forme 

aU + pV + yW = o, 

U = G, V = o, W = o, représentant des circonférences. 

Ainsi les cercles qui correspondent aux ellipses dont les 
plans pivotent autour d'un point fixe, forment un réseau 
linéaire. On sait que, dans ce cas, tous ces cercles coupent 
orthogonalementun cercle fixe, ou, ce qui revient au même, 
ont le même centre radical. 

VIII. — A la droite de Uinfini du plan H, correspond le som^ 
m>et A.' de Vellipso'ide E. 

Supposons que t et grandissent au delà de toute limite, 
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en conservant un rapport déterminé K. Les formules (E), 
en posant 

/ = Ke, 

deviennent 

X _ I— e«(i+K«) y _ Ke %_ 6 

a "■ i+e»(i+K*)' fe— i+ô«(i+K*)' c""i+6»(i+K«y 
Lorsque 6 croît au delà de toute limite, on a 

lim — =^ — I, lim.t/ = o, lim ;5 = o, 

et ceci, quel que soit K. Ainsi, à la droite de l'infini corres- 
pond le point A', ou, si l'on préfère, l'ellipse infiniment petite 
constituée par l'intersection de E avec le plan tangent à l'el- 
lipsoïde au point A\ 

IX. — A deux droites parallèles du plan II, correspondent 
deux ellipses dont les plans ont pour traces^ sur YOZ, deux 
droites parallèles. 

En effet, aux droites qui ont pour équation, respectivement 
A^ + Bô + G = 0, At + B6 + G' = o, 

correspondent deux plans dont les équations sont 

A|.+ Bl4-G(i + f)=o, A| + Bi+G'(i+5 =0. 

8. Remarque fondamentale. — G'est ici le lieu 
d'examiner le rôle prépondérant que semble jouer le sommet 
A' dans la transformation que nous développons. Nous vou- 
lons faire observer ici que cette importance n'est qu'appa- 
rente; elle tient uniquement aux formules particulières que 
nous avons adoptées. 

Une transformation homographique, eflPectuée sur l'ellip- 
soïde, met le fait que nous venons d'avancer, hors de doute. 

Gonsidérons, par exemple, la formule suivante l'une de 
celles qui correspondent à la transformation homographique 
que nous imaginons), 
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ce tl % 

Si nous remplaçons dans cette égalité • —> "t"» — > parleurs 

valeurs exprimées au moyen des formules (E), nous voyons 
immédiatement que nous avons 

a cp 

U = G, cp = G, représentant deux cercles dans le système 
de coordonnées /, 6. 

Cette remarque s'applique aux autres formules de la trans- 
formation homographique 

-=-, - = — . (2) 

b (p ' c (ji * 

Ceci posé, si le point (cd,j/, z) décrit Tellipsoïde E, ce qui 
a lieu lorsque / et 6 varient arbitrairement, le point corres- 
pondant (X, Y, Z) que nous venons de considérer décrit, lui 
aussi, un ellipsoïde E', lequel d'après les formules (1) et (2) 
sera représenlé, point par point, sur un plan. 

Quant au point A' de E, il est remplacé sur E' par un point 
a de cette surface ; point qui n'est plus un sommet de la 
surface et qui n'a d'autre particularité que de correspondre, 
conformément aux formules (1) et {^), à des valeurs infinies 
des paramètres ^ Ô ; en un mot, c'est le point qui correspond 
à la droite de l'infini du plan fcoô. 

Ce point particulier a' est donc, en définitive, un point quel- 
conqtie de l'ellipsoïde considéré E' ; et sa position sur cette 
surface dépend, uniquement, des formules que l'on a choi- 
sies pour eifectuer la transformation omaloïdale de la qua- 
drique. Mais, ces formules une fois prises, la position 
de a est bien déterminée et ce point de la propriété carac- 
téristique suivante ; les ellipses qui sont tracées sur la surface 
et qui passent par a', se transforment en droites sur le pian 
fondamental. 

Nous distinguerons ce point en l'appelant le point central 
de la transformation considérée. 

9, — Un autre point de la quadrique est mis en évidence 
dans la transformation qui nous occupe; nous voulons par- 
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1er du sommet A; ou, dans la transformation générale, du 
point a qui lui correspond homographiquement. 

LUmportance du sommet A a déjà été observée quand 
nous avons fait observer (§ 7; V) que les cercles tracés par 
l'origine w se transforment en ellipses qui, sur rellipsoïde, 
passent constamment par le sommet A de cette surface. 

La propriété suivante met encore en lumière l'importance 
de ce point A. 

(A suivre.) 



NOTE D'ALGEBRE 

Par M. Amif^es, professeur au Lycée de Marseille 



1. — Soit f(x, y) une fonction entière et homogène de -^l et 
dey. Si cette fonction admet le facteur 

(ax + by)p, 
ses p dérivées de l'ordre (p — i) admettent le facteur 

ax + by. 

Ce théorème résulte de ce fait que si toutes les dérivées 
d'un certain ordre contiennent ce facteur à la puissance h, 
toutes les dérivées de l'ordre suivant le contiennent à la 
puissance h — i. 

2- — Réciproquement si l'on a une fonction entière et 
homogène de x et de t/, /(x, t/), et que les p dérivées de 
Tordre p — i contiennent le facteur 

ax '\- by, 
la fonction f{x, y) admet le facteur 

{ax + byy. 
Ici, encore, il suffit de prouver que, si toutes les dérivées 
d'un certain ordre admettent le facteur 

{ax + by)^, 
toutes les dérivées de l'ordre précédent admettent le facteur 

((KO + 6y)*+*. 
A cet effet, soit ^{x^ y) une de ces dérivées de l'ordre 
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précédent. On a par hypothèse, 

P et Q étant des polynômes homogènes en x et y. 
Si k est le degré de la fonction cp, l'identité d'Euler est 

mpc,y) = x^'^{x,y) + y(p;(a;,î/), 
et elle donne ici 

ft<p(x,î/) = {ax + hyf{?x + Qy). 
Il s'agit donc de prouver que l'expression 

Pa^ + Qy 
admet le facteur {ax + 6j/). 
Pour cela, on remarque que Ton a 

cp';(u?,y) = hV{ax + by)^'h + (dx + 6y)'^P;, 

?i;x (^^2/) = ftQ(a^ + hy)^^a + (ax + 6y)*Q;. 

Se servant alors de la formule 

Il // 

dont la légitimité, quant aux polynômes, est incontestable, on a 
hV{ax + hy)^^b + {ax + byfV^ = hQ{ax + 6j/)'»-*a + 

{ax + 6î/)'^Q;, 
Les facteurs a et 6 ne sont pas nuls tous deux: suppo- 
sons que a soit différent de zéro. Alors, de l'identité ci- 
dessus on tire 

Q = -^P+{ax + by)R, 
et 

R étant un polynôme homogène en x et y. 

D'après cette valeur de Q, on a 

fx + Qy = Po? + - Pj/ + (00? -f 6y)R; 

ou 

a(Px + Qy) = (P + aRy){ax + by). 

G. Q. F. D. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M, Hadamard (*) à M. G. de Longchamps. 

. . . L'avantage de la méthode que j'emploie dans l'étude 
de rhypocycloïde, est que la courbe est rapportée, non pas 
à ses axes de symétrie, mais à deux tangentes rectangulaim 
QUELCONQUES. Elle permet de démontrer avec la plus grande 
facilité toutes les propriétés que vous m'avez indiquées. 

Pour chercher l'enveloppe des asymptotes des hyperboles 
équilatères d'un faisceau ponctuel, je prends pour axes les 
asympotes d'une de ces hyperboles, c'est-à-dire deux tan- 
gentes rectangulaires de la courbe. Alors l'équation générale 
des coniques du faisceau est 

x« — J/* H" 2Aa;j/ -[- 2gx + 2f\j + c -J- ^<^ = o. 
En exprimant qu'une droite coupe une de ces courbes en 
deux points à l'infini, on obtient Péquation de cette droite 
en fonction de son coefficient angulaire 

X»x _ X.(j, _ 2/-) + X(a- + 2g) - j/ = o. (1) 
En prenant les dérivées du premier membre de celte 
équation par rapport à X et à la variable d'homogénéité, on 
a les équations 

3l^x — 2l{y — 2f) + (ac -|- 2g) = o (2) 

- ^y - 2/-) + 2\{x + 2^) - 3î/ = o. ^ (3) 
L'élimination de X entre ces équations donne l'équation 
de la courbe 

(2fg -\- fx — gy -{- 40cyy 
=[(x+2g)\+3y{2f-y)][{y-^2fy-3x{x+2g)]. (4) 
Cette équation représente une hypocycloïde à trois rebrous- 
sements. 
Pour le voir nous poserons 

X = — ^ + P cos 0) y = — j- p sin w. 

^ Je 

»■■ . « I ■■■»■■■ ■■■■■■ ■ —■■■■. I ■■■■■i« I I. — — ■■■■■■■ — ■■■■■I ■! . ^ ■ . ■ ■ I . ..^1— ■■ ■■■■ !■ ■ — "^"^ 

l*) Reçu le premier à l'École Polytechnique et à l'Écoie Normale. 
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L'équalion devient 

[4P* cos (o sin 0) -|- 3/p cos w — S^p sia o)]* = 

[p«(i — 4 sin» 0)) + 3p(/-sin co + 3 cos g)) + ?(/'« + 9^)] x 

4 

[p«(i —4 cos^ co) — 3p(/*sin ù) + 3 cos (o) + ?^(/"« + g^)] 

4 
ou en ordonnant par rapport à p et divisant par 3 

p* _|- 4p8[(^sin «o -|- ff cos w) cos 20) — (g sin co — / cos (o) si n 2c»)] 

+ Ip'in + ff') - ^(r + 9')' = o. 

Ce qui, en posant 

fz=z2r sin 3a ^ = 2r cos 3a, 

d'oîi -=tg3oc (3) 

v/7m^ = 2r, (6) 

donne l'équation polaire de rhypocycloïde, oli w est remplacé 

par (O — a. Le cercle inscrit est le cercle décrit du point 

È> ■ 

( — -^j ) comme centre avec un rayon égal à , 

\ Ai '/ ^ 

Il a donc pour équation : 

C'est précisément Téquation du lieu des centres des hy- 
perboles du faisceau; ce qui démontre que le lieu des som- 
mets des angles droits circonscrits à l'hypocycloïde est le 
cercle inscrit. 

Pour avoir les valeurs de ce et de 1/ en fonction de \ il 
suffit de résoudre les équations (2) et (3). Celles-ci donnent ; 

gX'-2A-g x'(/-x' + 2gx-/) 

'"-^ (x» + i)' ^~ (X'+i)« '^' 

Si l'on prend les dérivées par rapport à X, on a 
_ gX»-3/X»-3gX+/ - _ gX''-3A'-3gX+; 

«= X — '^ — (X' + i;' y X =-4^ — (xqriT — • (8) 

Le facteur g^X' — 3/>* — 3jX + A égalé à o donne les 
trois points de rebroussement. On aura donc Téquation de 
la courbe rapportée à une tangente de rebroussement et à 
la tangente perpendiculaire en faisant /* = o. On voit alors 
par l'équation (1) que la somme des inclinaisons des tan-- 



228 JOURNAL DE MATHÉMATÏÛCES SPÉCIALES 

Éçenles issues d'un point donné sur Taxe des x est égale à 
un multiple de ir; car les tangentes trigonométriques de 
ces angles satisfont à la relation 

V 4- \'f + X''' = WX". 
Cherchons maintenant les points d'interseclion de la 
courbe avec Taxe des ce. En faisant y = o dans l'équation 

(4), on trouve 

(ûc + 2ff)«(x« + 2^0? - D = o. (9) 

Le premier facteur donne le point M de contact, le se- 
cond les points [i-i et {x^. Gomme d'ailleurs les points M, et 
M 011 l'axe des x coupe le cercle inscrit ont respectivement 
pour abscisses o et — j, il en résulte immédiatement les 
égalités MM, = MjM^, M(Xi= M^ix,; d'ailleurs, la relation 
^^^^ = 4r résulte de l'équation (9). 

"D'ailleurs les X des points (jL^et \x^ sont donnés parréqualion 

/A^ + 2ffX — /•=o. 
Les tangentes en ces points sont donc rectangulaires. 

Pour trouver leur point d'intersection, il suffit de remarquer 
qu'elles sont les asymptotes de l'hyperbole 

Le centre de cette hyperbole est donné par les équations 

et par suite a pour coordonnées 

x = o, y = f. 
11 est donc sur la tangente perpendiculaire à \f.^[/.^. 
Si dans l'équation (1) nous faisons 

œ = 2/ = o, 

nous trouvons, outre 

X = o et X = 00, fl-\-g = o. 

La troisième tangente menée par l'origine a donc pour 

équation ^ 

9oo — fy = o. 

ÎD'ailleurs la tangente au cercle est 

gx — fy = o. 
Ces deux droites sont donc également inclinées sur les 

axes. 
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Reprenons la formule (5). Dans cette formule, a est Tangle 
que fait la droite wS avec Taxe des a?. D'ailleurs la droite wM^ 
fait avec ce même axe^l'angle 3aet wM, Tangle — 3a. Comme 
on a : 

a — ( — 3a) = 2 (3a — a), 
on a : 

SMj = 2SM1. 

Enfin cherchons le rayon de courbure au point M (X = o). 
Ce rayon de courbure a pour expression 

[■ + m 

d'y 



(£y.\ 



—- est nul et -r^ est égal à — ;r- c'est-à-dire (au signe près), 

à — ^. Donc le rayon de courbure est égal à 4/, c'est-à-dire 

à 8 fois la dislance du point <o à la tangente [X|{jl,. 

Voici maintenant les propriétés que j'ai trouvées en dehors 
des précédentes. 

D'abord les égalités MM^ = MM,, (AiMi = M^fx, sont des 
cas particuliers d'une proposition plus générale, à savoir que 
le point Ml est le milieu du segment intercepté sur la tangente 
en M par deux tangentes rectangulaires. 

En effet, faisant dans l'équation (1) y = o, on a 

V + 9 



X = — 2 



X» + I 



Si Ton change X en on a 

A 



,.^_,3X«-V 



X« + I 

La demi-somme de ces valeurs est égale à — g. 
Prenons alors sur la tangente M^M, un point P. Pour 
trouver les deux autres tangentes issues de ce point, remar- 
quons que les longueurs PI', PF, interceptées sur ces tan- 
gentes par la tangente perpendiculaire à M^M, sont divisées 
en deux parties égales par les points M/, M^' situés sur le 
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cercle inscrit. Ces points seront donc les points de rencontre 
de ce cercle avec la perpendiculaire au milieu de PM,. Mais 
on verrait de même que M^Mj^ par exemple, est perpendi- 
culaire à PM/. Il en résulte que le point P est^k point de ren- 
contre des hauteurs du triangle M^M^'M^". D ailleurs, puisque 
PMj, = 2PH, le triangle MjM/M/ est homothétique par rap- 
port au point P du triangle HH'H'' formé par les pieds des 
hauteurs du triangle M^il^M^'^; or celui-ci est circonscrit à 
un cercle de centre I ; donc le point P est le centre â!un cercle 
tangent aux trois côtés du triangle Mj^^'M/. 

Gonsidérantmaintenant les triangles égaux PMiMi, M^MlM'i, 
on a 

PM; . PMi = MXi . M,M;' = 2r . M,H = r . PM, = -.z^, 

PMi 

p étant la puissance du point P par rapport au cercle. Donc 

PMi . PM; • PM'; = pr. (10) 

On a encore, en désignant par V, V', V" les angles que 

font entre elles les trois tangentes : 

PM» = 2PM'i cos V^ ou p = 2PM1 . PM; cos Y' 

ou encore 

PMi PM, pm; ,-,, 

■ = ^ — = 1 — =: 2r. (14) 

cos V cos V cos V 

Remarquons maintenant que M'Mi' = 2r sin V. On a donc 

PM;^ + PMf^ — 2PM; . PMi cos V = 4r« — 4r» cos« V, 

ou en remplaçant 2PM . PMi', cos V et 2r cos V par leurs 

valeurs : 

PM^' 4- PM;' + PM?^ = 4r« + p. H 2) 

Les longueurs de deux des tangentes issues d'un point 
à rhypocloïde donnent deux conditions qui permettent de 
déterminer le point. Il doit donc exister entre les longueurs 
des trois tangentes menées par un point à la courbe une 
relation indépendante de la position du point. Les égalités 
précédentes vont nous permettre de trouver cette relation. 
Pour cela, soient a, p, y les longueurs de ces tangentes, 
/, r, r, les longueurs PM,, PM;, PMÏ. 

On a: 
IW =î pr, l = zr cos V, /' = 2r cos V, V = 2r cos V 



V 
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avec 

a = 2i-^ (*), p= 2i'--f , ï = 2r- -^ 

et 

4- V + y + v = o. 

En remplaçant dans la première égalité p, successive- 
ment, par 2/* — Za, 2/'' — rp, etc.; on a 

rr = 2/r — ar, etc., 
ou 

4r cos Y' cos V = 4r cos V — a. 
Mais 

cos V = cos V cos Y' — sin V sin V". 
Donc 

sin Y' sin Y" = ~ "" sin V'sin V=-^^, 

4r. 4r 

sin V sin V = ~ "^ 



4^ 
Or, les angles V, V, Y' ayant une somme nulle, leurs 

sinus satisfont à ]a relation 

sin* V + sin* V'+ sin* V— 2 sin^ Tsin* V— 2 sin« V'sin* V* 
— 2 sin* V + sin« V 4 sin* V sin* V sin* Y'' =0. 

pY 

En remplaçant sin* V, etc. par ^-i— etc., nous avons 



**8 



a* ' p 

OU encore en multipliant par ^ , 

(v)' + (T)' + (T)'-fe'(T)"+(T)'(T)" 

/ ^a va/ y.a \ an ^.a ^2 ^a 

Ce qui s'énonce : Si Von forme les troisièmes proportionnelles 
aux tangentes et au rayon du cercle inscrit, le carré de la 
surface du triangle qui a les longueurs ainsi obtenues pour côtés 



[*} Au signe près. 
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est égal au volume du parallélépipède qui a ces mêmes longu^eurs 
pour arêtes, multiplié par le seizième du rayon. 

Je suis d'ailleurs sur la voie de nouvelles propriétés que 
j'espère trouver pendant ces vacances et que je vous enverrai. 



QUESTION 65 

Solution par M. Ahaurt di Kerorel, à Brest. 



Trouver le lieu des centres des cercles circonscrits à tom les 
triangles polaires conjugua par rapport à une parabole, 

(Kœhler.) 

Soient (ap) les coordonnées d'un des sommets d'un triangle 
polaire conjugué (*) ; on sait qu'à ce sommet correspond une 
infinité de triangles polaires; il suffît que les deux côtés 
passant par (a.p) forment un faisceau harmonique avec les 
tangentes issues de ce point. 

Prenons pour origine le point (a.p) et pour axes des axes 
parallèles à ceux de la parabole; l'équation de cette courbe 
est alors 

{y + ?y = 2P{^ + à). (1) 

La polaire de l'origine est 

px — Pî/ = P' — 2pa, (2) 

Fermons une combinaison homogène entre les équations 
(1) et (2) ; nous aurons ainsi le faisceau de tangentes issues 
le ce point: cette combinaison est ici 

_ 2(j)a; — py)« (px — pt/)« x (P' -- 2pa) 

^ p« — 2ya "^ (P'-i — . 2|)a)« . 

ou 

20 2a 

L'équation du système de droites formant avec le sys- 
tème (3) un faisceau harmonique est 

/ 2a + pX \ 
^ — ( &"/ ^^ + ^î/' = o 



[*) Par rapport aux aies ordinaires de la paraJx>le. 
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(X étant une indéterminée) (Voir Journal de Mathématiques 
spéciales, année 1882, p. 167 et 168). 

Soit 

x^ '\' y* — 2xx' — 2yy' = o 
réquation d'un cercle passant par P et pour lequel a?' et y' 
sont les coordonnées du centre. 

FormoQS une combinaison homogène entre l'équation de 
ce cercle et l'équation (2) et exprimons que nous avons une 
équation identique à (4), nous aurons ainsi deux relations 
entre lesquelles il suffira d'éliminer X pour avoir le lieu 
cherché. Cette combinaison est 

^2 . ^, _ 2(a;a;^ + yy'){px — Py) 
^ p^ — 2pa 

ou 

(p* — 2pa — 2px)x^ -j- 2{^x' — py')ocy 
+ (P« — 2pcL + 2py')y^ = o. 
En identifiant avec 

(2a + pX) , , 
"" p + ^y = 

2px' — 2py' 2a -4- pX 



on a 



et 



p* — 2pa — 2pa; p 

^_ p — 2pa + 2py' 

P" — 2pa — 2pa;' 
Eliminant X on a 

p' — ayg + 2py' _ (2px' — 2pt/')p 2a 



p* — 2pa — 2pa?' p(p« — 2pa — 2pcc') p 

ou encore 

2a/(p> — 2pa) + 2a(p* — 2pa) + p(p« — 2pa) = o 
ou en enlevant le facteur p' — 2pa, 

X A- (t-\- — z=. o 

2 
ou en transportant l'origine au sommet de la parabole 

x-l--^ = o. 
2 

Le lieu cherché est donc la directrice. 
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Remarque. — Si le point (ap) est sur la parabole, le fac- 
teur p* — 2p(x. est nul; dans ce cas, le cercle se réduira donc 
à ce point ou à la tangente en ce point. Dans le premier 
cas, le centre de ce cercle est le point lui-même ; dans le 
second, le centre est à l'infini. Donc, si on tient compte du 
cas particulier ou p* — 2pa = o, la parabole proposée et la 
droite de l'infini font partie du lieu. 

Sur la question 65, par M. Koehler. 

Nous allons démontrer, en faisant usage des coordonnées 
trilinéaires, que la directrice d'une parabole passe par le 
centre du cercle circonscrit à un triangle autopolaire. 

Soient a, 6, c les côtés du triangle de référence; l'équation 
d'une conique quelconque conjuguée par rapport à ce 
triangle est 

te* + *wj/' + w^* = o. 

On exprimera que cette conique est une parabole en écri- 
vant que la droite à l'infini ax -j- by -^ cz = o est tangente, 

ce qui donne 

a^mn -j- b*ln + cHm = o. (1) 

Cherchons le foyer; l'équation quadratique des tangentes 
issues d'un point (a, p, y) est 

(te* + ^2/* + wjs')(ix' + wip' + ny*) — {lax + m^y -)- nyjs)* = o. 
Cette équation doit pouvoir être identifiée avec celle d'un 
cercle qui est de la forme 

{ax + ^y + cz\ax + [aj/ + vz) -f- ayz + bzx ■■{- cxy = o. 

On trouve ainsi facilement les conditions suivantes, après 
l'élimination de A, (x, v : 

= nl{cy + ûta)' + Imc^p^ -f mna*p* 
= Zm(aa + bpY -\-mna^y^ + w'^'ï* 
qui, jointes à la relation aa 4- ^3 + cy = 2S (S étant la sur- 
face du triangle de référence) déterminent les coordonnées 
a, p, y des foyers. 

En tenant compte de la relation (1), les équations de con- 
ditions deviennent dans le cas de la parabole 
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mn[{bp + cyY — a«a«] = nl[(cy + ai)* — 6«p«] 

= /w[(aa + 6p)* — eY] 
ou 

mn(6p + <^T + û*) = ^'[^ + <** + ^P] == 'wi(aa -|- 6p -}- cy]. 
. On en conclut 

aa p6 yc aa + 6p + cy S 

m-^n n + / / + m 2(/ + m-|-w) Z+m + n 
La directrice, polaire du foyer, sera 

— (m+n) + ^{n+l) + ^{l + m = o. 

Il est facile de constater que celte droite passe par le 

centre du cercle circonscrit au triangle de référence, dont 

les coordonnées sont proportionnelles à cos Â, cos B, cos G. 

En remplaçant dans Téquation précédente x, y, z par cos A, 

cos B, cos G, et a, b, c par les quantités proportionnelles 

sin A, sin B, sin C, on obtient effectivement 

l(m -f- n) cos A sin B sin G + m(n + cos B sin G sin A 

+ n(l + wi) cos G sin A sin B = mn sin A (cos B sin G 

+ sin B cos G) + ni sin B (cos G sin A + sin G cos A) 

-|- Im sin G (cos A sin B + sin A cos B) = mn sin* A 

+ ni sin' B + Im sin* C, 

expression identiquement nulle en vertu de la relation (1). 



QUESTION 89 

Sk»latlon, par M. H. Bieules, lycée Saint-Louis. 



On considère- un cercle A, et Von prend sur la circonférence un 
point mobileM.. Ayant joint ce point aux extrémités d'un diamètre 
fixe AB, du point M on abaisse sur AB une perpendiculaire 
MP, h cercle décrit de M comme centre avec MP pour rayon 
rencontre MA en A\ et MB en B'. Le lieu décrit par le point de 
rencontre de MP et de A'B' est une courbe du douzième degré 
ayant pour points sextuples les points A etB. On montrera que 
si AB est Vaxe des x, V équation peut se résoudre par rap- 
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port à y et Uon donnera la forme générale de cette courbe qui 
est une unicursale. (G. L.) 

Je prends AB pour axe des x et le diamètre perpendicu- 
laire pour axe des y. L'équation du cercle sera 

0?» + t/*— r« = o. (A) 

Soient a, p les coordonnées du point M, nous aurons ; 

Je transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au 
point M: 

(X + a)«f (Y+p)«-r« = o (A) 

Y = — p. (AB) 

L'équation du faisceau de droites MA, MB est : 

pX« — 2aXY — pY« = G. 
L'équation du cercle M est: 

X« + Y« — fi» = o; 
soit 

aX + 6Y = i, 

l'équation de A'B', Téquation du faisceau de droites MA' et 
MB' est : 

(i — ay)X} — 2a6p»XY + (i — 6'p*)Y« = o. 

J'exprime que les droites MA et MA', MB et MB' se con- 
fondent: 

I — a«p» o6p« I — 6*p* 

ou 

Je reviens aux anciens axes, les coordonnées d'un point 
du lieu sont déterminées par les équations : 

X — a = o, 

% — P)= W 

r« = a« + PS 

(a« + 6*)p» = 2, 

g _ p 

o6p* ■" 6«p» — I * 
J'élimine a entre ces deux dernières équations, j'ai : 
6*p*((x« + p«) — 26«p»(a« + p») + a» = o. 
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OU, 

r 
En sorlant dans la Seconde équation , j'obtiens : 

( y-P V ^ r 

\ P / r±p' 
L'équation du lieu est donc : 

\ y — v^^' "^ ^' 1^ «_ ^ 

L y/r* — X* J """ r ± y/r* — oî» ' 
Le lieu est formé de deux courbes du sixième degré. 
Les points AetB sont des points sextuples de ce lieu. Son 
équation peut s'écrire : 

y — \/r^ — œ* 1/ 7' \/2 



y/r* — œ* 1/ 7' 

r* — a;' '?'-+- \/r* — ce* 



r 



y/r* — a;' ' 7' + v/r* — ce* v/r-j-iï?dl\/^' — x 

ou _ 

V/: 



!/ 



= ± y/r* — ccM I ± . . ^, |> 

L yr-{-x±\/7^ — ce J 



La courbe est symétrique par rapport aux deux axes de 
coordonnées; x ne peut varier qu'entre — r et + ^'« 
Considérons la branche de courbe 

_ .- j-f , \/^ "I 

L y/?* -]- x±\/f^ — ^ J 

Quand x varie de à r, y varie de r( i -| ^ j à 0. La 

tangente au point B est parallèle à l'axe des y, nous avons 
la branche de courbe DEB. 

Considérons la portion de courbe 

y = y/r* - ce» \i + —— ""'^ -^ =1. 

L yr^x — yr — ce J 

Quand x varie de à r, j/ varie de + oc à 0, la tangente 
en B est parallèle à Oy, nous aurons la branche BFG, 
Soit 

y = y/r« - 05» [i f-r^!"/ =\ 

L ^ r -f- X '\' yr — xJ 



2:<8 



JOURNAL DB HATHÉHATIQUES SPÉCULES 



t/: 



Quand x varie de à R, y varie de R i à 0. La 

tangente enB a pour coefficient angulaire — i, nous avons 
la branche KHB. 



Soit enfin 

y 




= v/r« — x» I — 



— i/r — X J 



\/r -{- X — \/r — X 
Quand x varie de à R, j/ varie de — oo à 0. La tan- 
gente B a pour coefficient angulaire i. Cette branche de 
courbe rencontre le cercle au point L de coordonnées : 



-.yi 



• œ = R 



y = 



3R 
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et la branche de courbe 



y =- ^/r« ^ x^ \i + .— — \^'' t=1 

L ^r + ûc + v^ — ^-J 
au point : 

r 3r 

a; — —, y— — . 

Nous avons la branche de courbe MLB. 
Le reste de la courbe s'obtient par symétrie. 
Si nous posons a: = R cos 2w, nous aurons 

^ . R sin 2(1) 

W = R Sin 2(0 : ; 

sm (o + cos 0) 
et comme 

t — t^ 

sin (0 = ; — 

/ + «» 

2t 

cos U) = 



t + ^« 

fit) 

œ et j/ pourront se mettre sous la forme —^ , f{t) et S(0 

étant des fonctions rationnelles de t. La courbe est donc 
une unicursale. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Simonet, à Lyon. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



147. — Un quadrilatère variable OGHM se déplace et se 
déforme suivant les conditions suivantes : 

1® Le point est fixe; 

2® La longueur OG est constante ; 

3« L'angle G est droit; 

4® Le côté HM est à chaque instant parallèle à OG; 

5® L'angle GOM varie de grandeur et de position, mais il 
a toujours la même bissectrice. 

Trouver le lieu du sommet M. (E. V.) 
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148. — Construire le lieu unicursal représenté par les 
équations 

x_ X(l+.A*) 

â~(i +X2)(i —lY 
y 2X* 

o"" (i +X)*(i —If 

(E. V,} 

149. •— On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy, 
el un point fixe A; de l'origine comme centre, avec un rayon 
variable, on décrit une circonférence A, à laquelle on mène 
par A deux tangentes qui coupent les axes aux points P, Q, 
P', Q'. Gela posé, on joint QP' et PQ'; ces droites se coupent 
en un point A'. Trouver le lieu de ce point. — On expliquera 
par des considérations géométriques, le résultat, en apparence 
singulier, auquel a conduit le calcul. (G» L,) 

150. — Étant donnés quatre points. A, B, G, D dans un 
plan, le lieu des points M tels que le faisceau (M . ABGD) soit 
harmonique, est une conique passant par les quatre points ; 
— i^ soient deux coniques /* = o, cp = o, se coupant aux 
points A, B, G, D. Le lieu des points M tels que le faisceau 
(M . ABGD) soit harmonique, les points A et B étant conjugués, 
est une conique de la forme /*-[- mç = o. On a de même, en 
considérant comme conjugués les points A et G, puis A et D, 
deux autres coniques. Galculer les trois valeurs de m en 
fonction des trois racines de Téquation en X ; 2° à l'aide de 
cette expression de m, calculer le rapport anharmonique des 
points A, B, G, D sur Tune des coniques données. — 3® A Taide 
de cette même expression, trouver les valeurs proportion- 
nelles des côtés du triangle. qui a pour sommet les projec- 
tions du point D sur les côtés du triangle ABG. 

(Hadamard,) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEIUE. 



IMPUIMERIE CENTRALE DES CHEUINS DE t'Ell. — .MPRIMERIB CHAI.V, 
RIE BERGÈRE, 20, PARIS. ~ 2^074-4. 
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TRANSFORMATION PLANE DES QUADRIQUES 

Par M. Cv. de liong^ehamps. 

{Suite, voir p. 218.) 



10. Théorème. — Lorsque deux droites 8, l\ du plan 
fondamental sont rectangulaires y les ellipses correspondantes A, 
A', passent, comme nous V avons remarqué, par le sommet A'; 
mais elles jouissent encore de la propriété suivante : 

A renconti^ant Cellipse principale du plan yox en un point I 
(différent de A'j, 

A' rencontrant l'ellipse principale du plan zox en un point J 
(différent de M), 

Enfin, A et A' se rencontrant en un point K (différent de A!); 

Le plan IJK passe constamment par le sommet A. 

Les droites S et S^ rencontrent les axes tùt, cdô en des points 
parmi lesquels nous en distinguons deux p, q. Le cercle y, 
circonscrit au triangle pa^q, passe par le point de concours 
m des droites S, Z\ 

Reportons-nous maintenant à Tellipsoïde E. Aux droites 
8, S' correspondent des ellipses A, A'; aux points p, q cor- 
respondent les points P, Q ; enfin le point m est représenté, sur 
E, par M, point commun aux ellipses A et A'. La circonfé- 
rence y passant par Torigine od, nous savons (§ 7, rem. V) 
que l'ellipse correspondante passe par le sommet A. Ainsi, 
les quatre points A, P, Q, M appartiennent à un même plan. 

Cette propriété subsiste après que Ton a effectué une trans- 
formation homographique; les ellipses principales que nous 
venons de considérer sont remplacées par deux ellipses fixes, 
quelconques d'ailleurs, de la surface ; de plus, les sommets A, 
A' sont représentés, sur l'ellipsoïde nouveau, par les points 
communs à ces deux ellipses. 

Voici encore une propriété qui, elle aussi, subsiste après 
la transformation homogfapbique. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. i884f 11 
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11. Théorème. — Si F on considère quatre points quel^ 
conques (p, q, r, s) du plan II, et les points correspondants 
(P, Q, R, S) de rellipso'ide E ; si Von projette ces points en F, 
Q', R^ S', sur le plan yoz, le rapport anharmonique des quatre 
droites (wp, wq, wr, ws) est égal à celui des quatre droites (OP', 
OQ', OR', OS'). 

En effet les formules (E), ou (e), donnent, entre autres 
conséquences, 

z'^ c "6' 
le coefficient angulaire m de la droite qui joint a> au point 
(t, 6), est donc lié au coefficient angulaire M de la droite qui, 
dans le plan yoz, va, de Torigine au point fj/, z), projection 
du point (Xf y, z) sur ce plan, par l'égalité 

M = — w. 
c 

D'après cela, si Ton imagine une certaine forme homo- 
gène entre les coefficients m^, mg, ...; 

/"(mi, mj, . . .), 
en désignant par i son degré d'homogénéité, on aura 

/(mi, msj, . . .) = (IJ A^i, M„ . . .). 

Le rapport anharmonique étant une 'fonction homogène, 
du degré zéro, des nombres Wi, m^, m^, m^, cette égalité 
établit le théorème énoncé. 

On peut observer que si Ton a 

/(mi, m^, ...) = 0, 

on a aussi 

/■(Ml, M„ ...) =.o. ^ 

Enfin, comme cas particulier du théorème précédentf on 
remarquera que si quatre points forment une division harmo- 
nique dans le plan II, leurs points correspondants, projetés 
sur le plan yoz, donnent quatre points qui, joints à l'ori- 
gine 0, forment un faisceau harmonique. 

12. Remarque. — Cette proposition permet, dans la 
transformation omaloïdale, de tenir compte du fait que, 
sur le plan H, un pointest situé au milieu de deux autres. 
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13. — Nous pouvons maintenant montrer quelques appli- 
cations (le cette transformation. 

Pour éviter toute confusion, nous raisonnerons toujours 
sur les formules particulières (E) et (e) que nous avons 
établies plus haut; formules qui mettent en évidence les 
ellipses principales, et deux sommets, diamétralement oppô - 
ses, de la quadrique qu'on transforme. Mais on peut toujours 
généraliser les énoncés trouvés, en imaginant que Ton 
effectue la transformation homographique dont nous avons 
parlé (§ 8). 

14. fracé d'ellipses sur un ellipsoïde donné. — 

L'application qui se présente tout d'abord est relative au 
tracé des ellipses sur un ellipsoïde donné. 

Lorsqu'une ellipse doit être construite sur une surface 
du second ordre, sa position est déterminée quand on assu- 
jettit cette courbe à trois conditions simples ; par exemple, 
on peut demander que l'ellipse passe par certains points ou 
soit tangente à des ellipses déjà tracées. 

Tous ces problèmes se trouvent résolus, par la transfor- 
mation que nous exposons, au moyen d'une épure faite sur 
un plan et n'exigeant que le seul emploi de la règle et du 
compas. 

Sans nous arrêter aux détails infinis et sans intérêt que 
comporteraient l'exposition de ces différents problèmes et 
leur discussion, prenons simplement, pour faire comprendre 
notre méthode, le cas oîi l'on propose de tracer, sur un 
ellipso'ide donné, une ellipse tangente à trois ellipses, déjà tra- 
cées. Si elles ne sont pas tracées, nous supposerons que l'on 
connaît, tout au moins, trois points pour chacune d'elles. 

Soient e^, Sj, Sj les trois ellipses données, et soit e l'ellipse 
qu'il faut construire. 

Sur e^, on donne au moins trois points, et par ces trois 
points on peut faire passer un plan dont l'équation se trouve 
ainsi connue et bien déterminée. En transformant cette équa- 
tion au moyen des formules (E) on obtient, dans le plan 
qu'on a choisi pour effectuer l'épure, une circonférence g/. 

En répétant cette construction pour les ellipses êj, Sg, on 
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aura, finalement, dans le plan fondamental, Ixois circonfé- 
rences 61, ej, ej, auxquelles on pourra mener, parla construc- 
tion connue, une circonférence tangente e'. En prenant 
sur e' un point quelconque m (de coordonnées <, Ô),les for- 
mules (E) permettront de calculer les coordonnées du point 
correspondant M. On obtiendra donc autant de points que 
Ton voudra de Tellipse inconnue e, et le problème proposé 
se trouve résolu. La solution, point par point, que nous 
venons d'indiquer est, croyons-nous, la seule que comporte 
le problème en question, puisqu'il ne saurait être question 
d'un tracé continu. 

On peut dire, en un mot, que toute la géométrie ellipsoïdale, 
en prenant ce terme dans le sens qui est donné à l'expression 
analogue géométrie sphérique, se trouve résolue par la règle 
et le compas, et par des constructions planes. Il faut pour- 
tant supposer que les dimensions (a, b, c) de l'ellipsoïde sont 
données et même, pour la raison que nous allons développer, 
que les sommets de la quadrique sont des points marqués sur sa 
surface. 

15. — Les formules de transformation dont nous faisons 
usage pour effecluer l'épure sur le plan II, renferment, non 
seulement les dimensions de l'ellipsoïde, mais aussi les coor- 
données de trois points pris sur l'ellipse que l'on transforme. 
Si, au point de vue théorique, la solution que nous avons 
exposée pour un problème particulier, solution qui s'applique 
visiblemenl, avec les modifications voulues, à tous les pro- 
blèmes de la géométrie ellipsoïdale, parait simple et complète, 
elle offre pourtant, au point de vue pratique, une difficulté 
évidente. Cette difficulté, sur laquelle nous allons nous expli- 
quer, tient à ce que la détermination d'un point sur une 
surface matérielle donnée ne peut se faire par l'emploi de 
ses coordonnées; et que, réciproquement, un point étant 
donné ou, pour être plus explicite, étant marqué sur une 
surface matérielle, ses coordonnées ne sont pas, au moins 
immédiatement, connues. 

16. — Imaginons donc un ellipsoïde matériel donné E, et 
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supposons que sos sommets A, A'; B, B'; G, G^ soient mar* 
qués sur la surface. 

Prenons sur E un point M ; désignons par a?, j/, z, ses 
coordonnées relativement aux plans principaux, et par a, a ; 
ô, ^'-y y, y', ses distances aux sommets de la quadrique, 
distances que Ton peut obtenir, le point M étant marqué 
sur la surface, au moyen du compas sphérique. 

Les relations 

a'» = t/« 4- ^' + (a + ^)S 
donnent 

4aû? = a* — a'. 

On trouve de même 

.46J/ = f- - PS 

4CJ5 = y'* — Y*. 

Dans ces formules a, p, y désignent les distances du point 
M aux trois sommets A, B, G, qui forment, avec le centre 0, 
un trièdre tri-rectaagle dont les arêtes OA, OB, OG sont 
supposées représenter les directions positives des axes de 
coordonnées. Avec cette convention, les formules précédentes 
sont générales ; elles conviennent à toutes les positions du 
point M dans Tespace. 

Ges formules permettent de construire, par une quatrième 
proportionnelle, chacune des longueurs x, 2/, ^> ^uand on 
a pris les longueurs a, p, y ; a', p', y'. D'après cette remarque, 
la difficulté qui était soulevée, se trouve tournée et nous 
pouvons dire, comme conclusion de ces explications, que, 
étant donné un ellipsoïde matériel dont les six sommets (*) sont 
marqués sur la surface, on peut résoudre, par une épure faite 
sur un plan, et en ne faisant usage que de la règle et du compas^ 
tout problème correspondant à V énoncé suivant : 

Tracer, sur un ellipsoïde, une ellipse remplissant trois condi- 
tions analogues à celles-ci ; passer par un point de la surface; ou 
être tangente à une ellipse déjà tracée, 

[*) Â la rigaeur on pourrait n'en exiger que trois et, de la connaissance 
des distances a, S, 7, déduire celles des coordonnées ordinaires x, y, z ; mais 
il est plus simple de supposer, comme nous le faisons, que les six sommets 
sont marqués. 
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' 17. Cas des ellipses centrales. — Appelons ainsi 
celles qui sont obtenues en coupant Tellipsoïde par des plans 
passant par son centre; ces courbes, dans la géométrie 
ellipsoïdale, correspondent aux grands cercles de la géomé- 
trie sphérique. Nous nous proposons d'examiner ce cas 
particulier des ellipses tracées sur l'ellipsoïde. 

Nous avons déjà observé (§ 7, rem. VII), que si le plan 
d'une ellipse passait constamment par un point fixe, les 
cercles correspondants étaient orthogonaux à un cercle fixe. 
Mais il reste à déterminer ce cercle, quand les ellipses 
sont centrales. Les formules (1) et (u) (§ S), en supposant 
S = G, donnent 1<* l'égalité 

pour représenter le plan sécant; 2® l'équation 

^2 -L 0» — 2^4 — 2-^6 —1=0, 

a a 

pour le cercle correspondant à l'ellipse de section. 

Lorsque les paramètres a, p, y varient arbitrairement, tous 
les cercles qui correspondent à l'équation précédente sont 
orthogonaux au cercle imaginaire dont l'équation est 

f» + e» + I == G. 

Mais on peut substituer à celte condition analytique 
une propriété géométrique plus saisissable. 

Si, dans l'équation (u) (§ 5), après avoir fait 8 = g, on do)me 

S ■ Y 

à chacun des paramètres variables -^, —^, une valeur quel- 

a a 

conque, le cercle correspondant et celui dont l'équation est 

/î -J- ô^ — I = G, 

ont pour axe radical une droite passant constamment par 
l'origine w. En résumé, les ellipses centrales se transforment 
en cercles qui coupent un certain cercle fixe (cercle qui corres- 
pond à l'ellipse principale du plan YOX) en deux points dia- 
métralement opposés. 

On peut dire aussi, si l'on préfère, que ces cercles décrivent 
sur les axes (ùt, w9, des divisions homographiques en invo- 
lution, dont le point central est <o. 
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18. — Parmi les ellipses centrales on peut distinguer 
celles qui passent par deux sommets opposés de la surface. 

Nous avons déjà fait remarquer que celles qui passent 
par les points A et A^ se transforment sur le plan fonda- 
mental en droites passant par Torigioe. En supposant main* 
tenant que Ton ait p = o, ou y = o, on voit que les cercles 
correspondants coupent l'axe (ûtf ou Taxe (o9, en des points 

fixes. 

(A suivre.) 



QUESTION 73 

Solution par M. P. Saillard, élève de Mathématiques spéciales au 

Collège Chaptal (classe de M. WeUlJ. 



On considère un triangle ABC inscrit dans une parabole et 
dont rhypoténuse est une normale de la courbe. 

Trouver le lieu décrit par le centre du cejxle inscrit à ce 
triangle. 

Prenons comme axes de coordonnées l'axe et la tangente 
au sommet de la parabole. 

Considérons (le lecteur est prié de faire la figure) le cercle 
circonscrit au triangle ABC; il est tangent à la parabole en 
A et le coupe en B et C; les deux droites AB et AC, cordes 
communes, doivent donc être également inclinées sur Taxe 
de la parabole; la bissectrice de Tangle en A est donc la 
perpendiculaire à Taxe menée par ce point A. 

Considérons la bissectrice CP, de l'autre angle aigu du 

triangle ABC, la somme des angles ABC, ACB étant —, la 

somme des angles PAC, PCà est —, et Tangle P a pour 

3. ^ 

mesure — , c'est-^-dire que CP est parallèle à la bissectrice 

4 
de l'angle xOy\ 

Nous allons mettre, par ces considérations, le problème 
en équation. 
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L'équation de la normale en A (x^yt) est 

y—yi _ a?— a^i . 

yi — P 

on calculera facilement les coordonuées du point G qui 

donnent 

(P + û:^i)' __ 2p(p + as,) ^ 

l'équation de GP sera donc 

en éliminaut x^y^ entre l'équation (1), l'équation 

et 

yt' = 3pxi, 

on aura Tcqualion du lieu qui est 

[xy — 2px* — p*]* — (p + xy2px = o. 

Interprétation de ce lieu. — Il est à remarquer que la 
courbe, telle que nous l'avons définie par les remarques 
précédentes, ne coïncide avec le lieu demandé que dans 
une partie de son étendue. Le point P ne sera et ne res- 
tera le centre du cercle inscrit au triangle ABC, que tant 
que ÂC ne sera pas en direction la bissectrice des axes; à 
partir de ce momen^ le point P est le centre d'un cercle 
ex-inscrit, et no répond plus à l'énoncé. Donc, il n'y a que 
pour les positions do P correspondant à une valeur de 
jt > p que rêqualion trouvée représentera le lieu. 

Con^tnêction de ce //tii. — Transportons l'origine au point 

0-1^ = ^^ 

( y = o, 
L*équatîon du lieu devient 

[xy — p*p — [p'\- x\*2px = o, 
qui peut encore s'écrire 

Sous ceîle fjraie* on voit immédiatement que rbvpeibole 

équiiatèn? 

a > = p^ 
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est une courbe diamétrale, que la courbe proposée est 
tout entière du côté des x positifs, et qu'elle admet pour 
asymptote Taxe des y, et pour direction asymptotique celle 
de Taxe des x ; 

D'autre part, l'équation de la courbe peut s'écrire 

x'(y* — zpx) + f{xy) = o, 
f{xy) étant une fonction du deuxième degré. 

Elle prouve que la parabole 

t/* = 2px 
est asymptote. De plus, en développant la fonction 

f{xy) —p'[p* — 4ar.» ~ 2x{y + p)], 
on voit qa'il ne peut y avoir de points dans la région 
ombrée. On en conclut la position de la courbe par rapport 
à sa parabole asymptote. Ces indications permettent de con- 
struire la courbe. 

Remarque. — Tout ce que nous avons dit dans l'inter- 
prétation du lieu pour les points 

A(xiyi) 
tels que 

!/i >P 
peut se répéter pour ceux dont l'ordonnée est inférieure à — p, 

et alors, en prenant une parallèle à l'autre bissectrice des 
axes, on arrive à une équation de même forme que la pre- 
mière, mais dans laquelle x est remplacé par — x. Ce qui 
prouve qu'elle représente une courbe symétrique par rap- 
port à l'axe Ox (ce qui pouvait d'ailleurs se prévoir à priori). 

Toute la partie des deux courbes correspondant à des 
points du lieu demandé se trouve dans la parabole 

y* = 2px. 
Dès lors, la séparation est facilement faite. 

Considérons maintenant les centres des cercles inscrits à 
des triangles rectangles dans lesquels l'hypoténuse est une 
normale dont le pied se trouve entre 

05 = o 

et 

x = L. 

2 

On est conduit à faire le même raisonnement que dans le 

JOUBNAL DB math. SPÉC. 1884. 11. 
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premier cas, mais à éliminer alors o^i^i, entre les équations 

[»+f*+-']=-[-^] 

ce qui donne alors pour équation du lieu l'équation 
y«[y« — 2pa?] — 4P(!/ — P)(P' + !/') =o. 
Construction du lieu, — L'équation précédente peut se 
mettre sous la forme 

t/«[(j/ — 2py — 2px] — 4p*(y — p) = o. 
Mise sous cette forme, on voit que la courbe admet pour 
asymptote Taxe des x, et pour parabole asymptote la para- 
bole 

{y — 2p) = 2px = o ; 

ces considérations donnent la position de la courbe par 
rapport à ses asymptotes (parabole et droite). 

De même que dans le cas précédent^ on montre que la 
courbe correspondant aux valeurs de t/i comprises entre 
et p est symétrique de la précédente par rapport à Taxe 
des ce. 

Lieu total. — On prendra la partie utile des courbes pré- 
cédentes ; ces courbes se coupent aux points 

0? = -|-, y = ± p, 

en y admettant des tangentes distinctes (la tangente à Tune 
des courbes en ce point est perpendiculaire à la symétrique 
de l'autre tangente en ce point). 



QUESTION 76 

Solution par M. Edouard Bayoine^ élève de Mathématiques spéciales, 

au Lycée Gharlemagne (Ecole Massiilon). 



On considère deux droites rectangulaires Ox et Oy, et un 
cercle G, tangent à Vune et à Vautre de ces droites^ aux points 
A et B ; par 0, on mène une transversale mobile qui rencontre 
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Fig. 4. 



C aux points M c/ N ; 4^ par les quatre points A, B, M, N 

on fait passer une hyperbole équilatère H; les tangentes à H 

aux points M et "S se coupent en un point I ; trcmver te Ueu de 

ce point quand MN tourne autour du point 0« Ce lieu est une 

circonférence ; 2® on joint AM et 

BN ; ces droites se coupent en un 

point T; trouver le lieu de ce point 

V ; ce lieu est une hyperbole, dont 

on demande Véquation lorsqu'elle 

est rapportée à son centre et à ses 

axes; 8^ par les points A, B, M, 

N, on fait passer une parabole P ; 

démontrer que par un point du 

plan passent deux paraboles P, 

et trouver avec un seul paramètre 

variable Véquation générale et 

rationnelle des paraboles P; 4^ trouver le lieu décrit par Vin- 

tersection de P avec le diamètre de cette courbe qui passe par le 

point 0, Ce lieu est une hyperbole homothétiqtie de celle qui a 

été trouvée tout à l'heure; on construira les asymptotes de ces 

courbes. 

En désignant par a la longueur OA = OB, l'équalion du 
cercle C est 

cc« -|- t/* — 200? — 2ay -j- o* = o. 

Celle de la droite AB, 

X -\- y — a = o. 

Soit y — mx = o l'équation de la transversale mobile. 

L'équation générale des coniques passant par les points 
A, B, M, N est 
(y — mx) {x^y — a) + ^ (^* + !/* — ^ao? — 201/ + a*) =? o (a) 

Cette équation devant représenter des hyperboles équila- 

tères, on a la condition 

2X — m + I = o; 
d'oli l'on tire 

m — I 

A = ' 

2 

Les hyperboles équilatères H, passant par les points 
A, B, M, N, sont représentées par Téquation 
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-f a*(ifi— i)=o (p) 

Désignons par a?o!fo l^^ coordonnées du point I, dont bous 
cherchons le lieu géométrique. La polaire de ce point par 
rapport à Thyperbole H est 

x[—œ^(m+ i) + y,(i~m)-f-a] 
+ y [yo (w» + i) + 0?^ (i — 1») — am] 
+ axo — atnt/o + <** (m — i) = o 
Identifions cette équation avec Féqaation y — mx = a. 
Nous obtenons les conditions : 

Xo — myo -i- a (m ^^ i) := o (l) 

et 

yo(i — m) —agp (i +tn) + g 

m . } 

= am — y© {'^ + ï) 

— œ^(i ~in) (2) 

De la première on tire m = — ^ . Substituant dans 

yo — a 

(2) et remplaçant x,^ et j/o P^^ l^s coordonnées courantes^ 
on a 

ljl{y — x)—x{x + y — 2à) + a{y — a)]ia — y) 
= (x — a) [a (œ — o) — y (ûc + î^ — 2a) — a? (y — x)] 

ce qui peut s'écrire 

a{x-- y) {x + y — 2a) + y (x — y){a — y) + ay {y — 20) 

= ax {x — 2a) — X (x — y) (a — x) 
ou 

(y — x) (x» 4" y* — ay -^ 0^) = o 

On peut 9'expliquer la présence du facteur singulier 
y — X = o. En effet, parmi les hyperboles du réseau, on 
peut considérer la conique formée par la première bissec- 
trice et par la parallèle AB à la seconde bissectrice. Cette 
conique correspond au cas 011 la transversale OM se con- 
fond avec la première bissectrice. Les tangentes aux points 
M et N se confondent alors avec la bissectrice, et par suite- 
leur point de concours. 

Ce facteur singulier étant supprimé, il reste, pour le lieu 
du point I, l'équation 

ic* + y* — ay — • ax =, o 
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qui représente un cercle passant par Torigine, circonscrit au 
rectangle formé par les axes et les droites x= a, y= a (fig. 4). 
2. — Reprenons l'équation (a) : cette équation pour une 
certaine valeur de X représente le faisceau des droites AM, 
BN. Le point de concours Y de ces droites peut être- con- 
sidéré comme le centre de la conique singulière formée par 
ces droites. En désignant par f (x, t/, z) Téqu^tion rendue 
homogène du faisceau des deux droites, le lieu du point I' 
s'obtient en éliminant les paramètres variables X et tR entre 
les équations : 

f (ce) = 2 (X -r- m) CD + (i — m) y'\' a{m — 2X) = 
f (y) = 2 (i -f- X) 1/ 4- f I — wi) CD — a (i -f 2X) = o 
/' (js) = — y (i -f- -2X) + ^ (^ -^ 2X) + 2aX = o 
Ordonnons ces équations par rapport à X et m. 
2k {x — a) — m (203 -f • y — a) -}- î/ = o 
2X (y — a) — mx -|-2y-|-a5 — a = o 
2X (a — X — y) -f- wia5 — y = o 
On obtient immédiatement le résultat de Télimination de 
X et de (A au moyen du déterminant 

X — a a — 2X — y — y 



— X 

X 



a — X — 2y 

y 



= o 



ou bien 



a — X — 2y 
o 

X -{-y — a 
a — X — 2y 
o 



= o 






y — a 
a — X — y 
qu'on peut écrire : 

X — a a — 2X — y — y 
y — a — X 
— y a — X — y 
X — y a — X — y 
y — a — X 

■^ y a — x — y 
Développons ce déterminant par rapport ausc éléments da 
la dernière ligne 

— y[(a — a? — y) (a — ce — 2y) + x(aî + y — a)] 
~{a—x~y)[(x—y)(a—x^2y)—{y—a){x + y—a)]=o. 
On aperçoit le facteur singulier a? + y — a == o, qui repré- 
sente la droite AB, parallèle à la seconde bissectrice. En efTety 
lorsque la transversale mobile vient à coïncider avec les 
axes de coordonnées, on voit que les points M et N se con* 
fondent en A ou B, et que Tune des droites AM ou BN se 
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confond avec la droite AB. Le facteur aingnlier étant sup- 
ptimé, il reste pour le lieu du point I' l'équation 

X* i- y^ -\- 4xy — 2ax — 2ay + a" = o, (A) 
qui représente une hyperbole ayant pour centre le point 
de ce ordonnées 



Ftg. t. 
Transportons les axes on ce point : l'équation devient, en 
appelant X et T les nouvelles coordonnées, 



On sait que, l'équation d'une conique étant 
Axî + A'y» + aB'iCi/ + . . . = o, 
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pour rapporter celle conique à ses axes, il faut faire tourner 
les axes de coordonnées d'un angle 9 donné par la formule 

Appliquant cette formule au cas actuel, nous voyons que 

Tg2(p=00; 

d'oîi 29 = 90^ <p=4S\ 

Faisons donc tourner les axes autour de la nouvelle ori- 
gine 0) d'un angle de 4S®. L'équation de Thyperbole, rap- 
portée à ses axes, devient alors, dans le nouveau système 

3X'« _ Y'« -f -^ = o. 

3 

On peut facilement Construire l'hyperbole dans ce dernier 

système. Les sommets réels sont les points de coordonnées 

X' = o, T = ±^. 

Les directions asymplotiques sont données par l'équation 

G» — 3 = o. 

L'hyperbole étant rapportée à son centre, on aura les 
asymptotes en menant par le point cd deux droites incli- 
nées à 60^* sur l'axe des X'. 

La première équation (A) inontre que l'hyperbole est tan- 
gente au cercle G aux deux points A et B. Ges diverses indi- 
cations suffisent pour la déterminer (fig. 2). 

En se reportant à la définition géométrique du lieu, on 
aurait pu trouver faci- 
lement les directions ^ *^ 

(y 

asymptotiques de la 
courbe. Il faut cher- 
cher pour cela quelle 
doit être la position 
de la transversale 
OMN, pour que les 
droites AM et BN 
soient parallèles. 
Dans ce cas, le trapèze 
AMBN étant isoscèle, les diagonales ÂB et MN sont égales* 




Fig. 3. 
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Joignons OG^ qui èsi perp^ndieulaire à ÂB au point D. Du* 
point G comme centre, avec CD pour rayon, décrivons une 
circonférence, et menons par le point des tangentes à cette 
circonférence. Ces deux tangentes sont précisément les 
positions de la transversale mobile qui correspondent aux 
points d'intersection de AM et de BN, situés à Tinfini. 
Donc, AM et BN d'une part, AM' et BN' d'autre part, sont 
les directions asymptotiques (fig. S). 

3. Revenons encore à Téquation (a) qui, ordonnée, s'écrit 

j/'(i + X) + ^*(x — ^) 4" ^î/(^ — ^) — ^y(ï + 2^) 

+ ax{rn — 2X) -|- <*'X = o« (a) 

Cette équation représentera les paraboles passant par les 

points A,B,M,N, si Ton a entre les -paramètres X et m la 

relatioa 

(i — w)« = 4(A + i)(X — m). 

Cette relation peut s'écrire 

I — m 2(X — m) 

2(X + I — w 

Nous pouvons exprimer X et m en fonction du seul para- 
mètre t. Il suffit pour cela de résoudre les deux équations 

2X^ + m -}- 2^ — 1=0, 

2X + m{t — 2) — ^ = o. 
On en tire 

2/ — «* — I I — 2f — «« 

X=— m = 



/• — 2f — I l +2t— t* 

Portant ces valeurs de X et m dans l'équation (a), et chas- 
sant le dénominateur, on a 

2î/« -|- 2/«a5» + 4toj/ — ay (/« _ 2f + 3) + ax{2t — 3/» — i) 

+ a»(/« — 2i+ i) = o. (P) 

Telle est, avec un seul paramètre variable, l'équation 
générale et rationnelle des paraboles P. Le paramètre t 
entrant au second degré, on voit que par un point du plan 
on peut faire passer en général deux paraboles P. On pour- 
rait chercher le lieu des points tels que ces deux paraboles 
se confondent. 

Il suffirait pour cela de résoudre l'équation du second 
degré en ^ et d'exprimer que la quantité soumise au radi-* 
cal est nulle. 
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4« Le diamUre de la parabole qui pasae par Vorigina 0^ a 
pour équaliou _ _ 

ou j/ -f- ^0? = o. 




Fig. 4. 

Le lieu décrit par rintersection de la parabole ayec ce 
diamëtre s'obtient en éliminant t entre Téquation précédente 
et l'équation (P). 

On a 

X 

Portant cette valeur dans l'équation (P) et simplifiant, il 
Tient 

^* + î/' + ^y — f^^ — ay = o. (B) 
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Celte équation représente une hyperbole passant par l'ori- 
gine langentiellement à la seconde bissectrice. Le centre 
de cette hyperbole a pour coordonnées 

a 

Cette hyperbole coupe les axes de coordonnées aux points 
A et B. Ses asymptotes sont parallèles aux asymptotes de 
l'hyperbole (A) précédemment trouvée. Les termes du second 
degré étant identiques dans les équations (A) et (B), les 
deux hyperboles représentées par ces équations sont homo- 
thétiques. Mais les discriminants des deux formes (A) et 
(Bj étant de signes contraires, le rapport d'homothétie est ima- 
ginaire. Par suite, l'hyperbole A étant renfermée dansTangle 
aigu des asymptotes, Thyperbole B, au contraire, sera 
tenue dans l'angle obtus. Cette dernière hyperbole, comme 
il est facile de le reconnaître, a pour sommets réels l'ori- 
gine des axes et le point w, centre de Thyperbole A. Elle 
est disposée comme l'indique la figure ci-dessus. 

Nota. — La même question a été résolue par MH. Genin et Robinet, à 
Bar-le-Duc, 



CONCOURS D'AGRÉGATION DE 188 i 



Mathématiqaes spéciales. 

On donne une ellipse et une hyperbole situées respecti- 
vement dans deux plans rectangulaires P et Q, et pour cha- 
cune desquelles la droite d'intersection de ces deux plans 
est axe de symétrie. 

1® On considère tous les plans R tangents à la fois à l'el- 
lipse et à l'hyperbole, et on propose de démontrer qu'il 
existe une infinité de surfaces du second ordre S tangentes 
à la fois à tous les plans R; 

2* Trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer 
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la nature de chacune de ces surfaces suivant la position 
occupée par son centre ; 

3® Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que les surfaces S soient homofocales. 

Mathématiques élémentaires. 

Trouver les angles d'un quadrilatère circonscrit à un 
cercle de rayon r, connaissant trois côtés consécutifs a, 6, c 
du quadrilatère. Entre quelles limites doit varier ;• pour que 
le problème soit possible, les côtés a, b, c restant constants. 
On distinguera deux cas, celui où les points de contact des 
côtés du quadrilatère avec la circonférence sont situés sur 
les côtés eux-mêmes et celui où ces points de contact sont 
sur les prolongements des côtés. 



COMPOSITION 

SUR CERTAINES PARTIES, DÉSIGNÉES A l' AVANCE, 
DU PROGRAMME DE LA LICENCE. 

Théorie. — Dire ce que Ton entend par intégrale complète, 
intégrale générale, intégrale particulière, intégrale singu- 
lière, d'une équation entre n variables indépendantes, une 
fonction inconnue z decesvariableset les dérivées partielles 
du premier ordre de z par rapport aux mêmes variables. 

Montrer comment la connaissance d'une intégrale complète 
peut conduire à l'intégrale générale. 

Étant donnée une équation de la forme considérée, non 
linéaire^ exposer brièvement une des méthodes d'intégration 
qui lui sont applicables: le choix de la méthode est laissé 
à chaque candidat. 

Application. — Intégrer Téquation. 

m*(i + p" -|- 9*) — m{x — y)(p — q) — 205 = o, 
dans laquelle on désigne par m une longueur donnée, par 
p et 7 les dérivées partielles de z par rapporta x et par rap- 
port à j/. 
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COMPOSITIONS FINALES 

Mécanique rationnelle. 

On donne unhéliçoïde représenté, en coordonnées rectan- 
gulaires, par réquation 

z = m arc tg — ; 

un point matériel non pesant, assujetti à rester sur la sur- 
face parfaite ment polie de Théliçoïde, est attiré vers l'axe OZ 
par une force dirigée suivant la perpendiculaire abaissée 
du point sur Taxe, et inversement proportionnelle au cube 
de cette perpendiculaire. Déterminer, dans le cas général, 
la loi du mouvement du point considéré, la pression sur 
Théliçoïde, et les diverses formes que peut affecter la tra- 
jectoire. Examiner les cas particuliers où la projection de 
la trajectoire sur le plan xoy peut être représentée par une 
équation où n'entrent que des fonctions algébriques, loga- 
rithmiques, exponentielles ou circulaires. 

Géométrie descriptive. 

On donne un tétraèdre régulier SABG, et Ton propose 
de construire Tintersection de deux cônes définis de la 
façon suivante : le premier a pour sommet S et pour 
base le cercle inscrit dans ABC; le deuxième a pour sommet 
G et pour base le cercle inscrit dans SAB. — Données : 
Uarête du tétraèdre a 17 centimètres ; la face ABC est située 
dans le plan horizontal, AB est parallèle à la ligne de terre 
et située à 2 centimètres au-dessous de cette ligne. Pour 
distinguer les parties visibles et les parties invisibles, on 
regardera les deux cônes comme opaques et limités aux 
parties intérieures du tétraèdre. Le tétraèdre est transparent. 

Calcul. 

Si l'on désigne par a le demi-grand axe d'une ellipse, par 
e son excentricité, par 2s la longueur de l'arc de cette courbe 
compris dans l'angle obtus formé par les deux demi -diamètres 
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conjugués égaux, on démontre que le rapport - est exprimé 

a 

par la série suivante : 

s TC TT 2. 27C — 8. i5^ — 44. 

- = ^— e» ~— e* 5 ^^ e« 

a 4 i6 256 3072 

25(2 ITT— 64)^3 



e' 



I 96608 

7c étant le rapport de la circonférence au diamètre, on 
donne 

i = o,78, 

et Ton demande de calculer, par la méthode des approxima- 
tions successives, la valeur de e, avec l'approximation que 
comportent les tables de logarithmes à sept décimales. 



CONCOURS POUR L'ÉCOLE CENTRALE 

PREMIÈRE SESSION 1884 



Géométrie analytique. 

On donne Téqualion 

d'une hyperbole rapportée à son centre et à ses axes, et 
réquation 

y — kx = o 
d'une droite menée par le centre de cette hyperbole 

1® Former l'équation générale des coniques qui passent 
par les points réels ou imaginaires communs à l'hyperbole 
et à la droite données, et qui, de plus, sont tangentes à 
l'hyperbole en celui des sommets de cette hyperbole qui est 
situé sur la partie positive de l'axe des x. — Discuter cette 
équation générale et reconnaître la nature des coniques 
qu'elle peut représenter. 

i° Trouver le lieu des centres des coniques représentées 
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par réquation générale précédente. Ce lieu est une conique A. 
Chercher un nombre de points et de tangentes suffisant pour 
déterminer géométriquement cetle conique A, 

3® Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
menées à la conique A parallèlement à la droite du coeffi- 

cient angulaire , quand on fait varier k. On vérifiera que 

réquation de ce dernier lieu, qui est du troisième degré, 
représente trois droites. 

Calcul logarithmique. 

On donne deux côtés d'un triangle, et Tangle compris : 

a = 23i'7".455 

6 = 8423°,76i 

G = i22« 47' SS'',! ; 
on demande de calculer les trois autres éléments A, B, c, 
du triangle, et sa surface. 

Physique et chimie. 

Un espace V contient un mélange d'air et de vapeur d'eau 
à une température t^ et sous la pression totale H. La vapeur 
n'est pas saturée, et possède une tension f. On demande de 
calculer la pression totale x du mélange, si l'on ramène 
la température à être Y\ en distinguant le cas ^îi il y a 
condensation, et le cas oîi ce phénomène ne se produit pas. 
— On distingue par F' la tension maximum de la vapeur 
d'eau à la température /'. 

— Un récipient fermé, de capacité invariable et égale à 
un mètre cuibe, contient de l'air humide dont la température 
est 23®, et l'état hygrométrique 0;75. La température 
descend à 5^ dans cet espace. Quel sera le poids de la vapeur 
liquéfiée? 

Tension maximum de la vapeur à 23^ . 2o™",888 

— — à 5® . 6«"^,534 

Densité de la vapeur d'eau 0,622 

Poids du litre d'air à 0° et à 760'^-'*» . . i»,293 

Coefficient de dilatation des gaz .... o,oo3665. 



JOURNAL DS MATHiMATlQUES SPÉCIALES 263 

— Indiquer les différents cas dans lesquels Tammaniaque 
et les composés ammoniacaux prennent naissance. 

— . On donne loo litres, mesurés à o® et sous la pression 
760°^ de gaz oxyde de carbone. On demande : 1** quel 
volume d'oxygène, à o® et sous la pression 760, il faut em- 
ployer pour en produire la combustion complète ; 2^ quel esl, 
dans les mêmes conditions, le volume de gaz acide carbo- 
nique produit. On demande de résoudre le problème par la 
méthode des équivalents en poids et par cel^e des équiva- 
lents en volumes. 

Données numériques. 

Équiv. en poids Équiv. en vol. Poids du litre 

CO 14 2 1^254 

8 I 1,43 

CO' 22 2 1*9774* 

Géométrie descriptive. 

Une droite de front (sô, «'ô') dont Téloignement est égal à 
o°*,8o, et dont la trace horizontale se trouve à o,o5o de la 
projection horizontale s de son point de rencontre (5, s') avec 
le plan bissecteur du premier dièdre, engendre, par sa 
rotation autour de la verticale du point (5, s') un premier 
cône de révolution. 

Un seccnd cône a pour sommet le milieu (d, a) de la droite 
(5Ô, s'ô') ; sa trace horizontale est un cercle, dont le centre c 
se trouve en avant de la droite «Ô, dont le rayon est égal à 
la longueur de cette droite, et qui passe par les extrémités 
5 et 6 de cette même droite. 

On demande de construire les projections de la partie, 
supposée solide et opaque, des deux nappes du premier 
cônCy qui, placée à l'extérieur des deux nappes du second 
cône et derrière le plan de front F, dont Téloignement est 
o",i4o, se trouve comprise entre le plan horizontal de pro- 
jection et un plan horizontal P' à la cote o,2i5. 

On indiquera, à Tencre rouge, les constructions d'un 
point quelconque de Tinterseclion, de la tangente en ce 
point) et celles des points et des droites remarquables. Ces 
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constructions seront succinctement expliquées à l'aide d'une 

légende placée au bas de l'épure. 
Titre extérieur : Géométrie descriptive, 
Titre intérieur: Intersection de deux cônes. 
Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés du 

cadre, à oB'yiSo du petit côté inférieur, et le point («, s) au 

milieu de la feuille. 



Le Rédacteur-Géranty 
E. VAZEILLE, 



IMPRIMERIE CENTRALE DES LUEilINS DE KER. — .MPRIMERtE CllAl.X. 
RIB BERGÈRE, 20, PARI<. ~ 26460-4. 



JOUBMAL BS MATHÉlUTIQUiBS SPÉCULES 265 

t 

TRANSFORMATION PLANE DES QUADRIQUES 

Par M. G* de Longchamps* 

[Suite et fin, voir p. 193.) 



19. — Lorsque la figure tracée sur le plan fondamental 
est une circonférence y, nous avons montré qu'au centre w' 
de y orrespondait, sur la quadrique, un point û, déterminé 
comme nous Tavons dit. Si le point o/ s'éloigne à l'infini, 
Q vient se confondre avec le point A'. En effet, le pôle de 
Tellipse F qui correspond à y est situé dans le plan tangent 
à Fellipsoïde au point A^; la droite qui joint A' à ce pôle 
est donc tangente à Tellipsoïde et, pour ce motif, la construc- 
tion indiquée au paragraphe 5 donne le point A' lui-même, 
comme correspondant au point situé à Tinfini, Ceci concorde 
d'ailleurs avec ce que nous avons indiqué (§ 7; rem. VIII), 
quand nous avons cherché la correspondance des points 
situés à l'infini sur le plan U. 

Voici, à ce propos, une propriété des ellipses qui corres- 
pondent aux droites du plan fondamental, propriété qui peut 
être utile dans la transformation que nous développons. 

20. Théorème. — A une droite 8 du plan fondamental, 
correspond une ellipse A, sur Vellipso'ide ; soit P le pôle de A. 
La droite AP rencontre la surface en un point M; le corres- 
pondant de M, sur n, est le symétrique de Vorigine <o, par rap- 
port à 8. 

Soit 

M/+Nô==i, 

l'équation de S; les formules (e), (§ 3), donnent, pour le plan 
de l'ellipse A, l'équation 

M-I- + N-— = iH . 

c 'a 

En cherchant les coordonnées Ç, vj, K de M, un calcul 

simple et semblable à celui que nous avons fait plus haut 

JOURNAL DE MATH. SPÉG. 12 
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(§ 5) douno : 

^__ M» + N^ >^ 4 

a "*■ M* + N* + 4 ' 



r, 



(M) -^ = 



4M 



6 "" M« + N* + 4' 

C ^ 4N 

c M« + N« + 4 • 

Cherchons maintenant le point w qui, sur le plan II, cor- 
respond à M. Les formules (e) donnent pour calculer les 
coordonnées t\ 6', de ce point, les égalités 

, __ 2M e' = ^^ 



M* + N* ' M> + N« • 

On vériiie alors, sans peine, que le point m{fy ô) est le 
))oint symétrique de l'origine co, par rapport à 8. 

21. Théorème. — Lorsque deux points m et n, (2u p2an H, 
«OH^ /e/5 gue Ze produit de leurs distances à V origine cd soit con- 
stant, les points correspondants M, N étant projetés sur Vaxe 
AA' aux points [x et v, on a 

(jlA vA ^ 

aA' * vA' 
Eu eiiet, la formule fondamentale 

X I — . ^* — ô* 



lionne 



n a donc 



a 1 + i« + e« 
X -]- a I 



-^2 ^ — ^ !^A. 



a + ^ P-A 
On trouve, de mêmcj 

• — 2 ^^ 

oL le produit 

{JlA vA 

représente bien la quantité, supposée constante, 

yoitn • (on . 



JOURNAL DB BftATUÉMÂTIQUES SPÉGIALKS • 207 

22« — Remarque I. Parmi les cas particuliers de la pro- 
priété précédente nous signalerons les suivants : 

4^ Lorsque les deux points m et n du plan n sont situés en 
ligne droite avec Vorigine w, si Von a 

(om . wn == — I , 

les points correspondants M, N, sont diamétralement opposée 
sur l'ellipsoïde. 

Les coordonnées (^', Ô') de m, {t% 6'') de n, vérifient les 
égalités 

\/r* + ô'* v^r + ô"» = — I » 

Les coordonnées (x', y, z') de M, (a?', t/*, z'') de N, véri- 
fient donc les relations 

jx' + a) (x + g) _ * 

(a — x')(a — ojO"^ ^' 



lesquelles donnent, en tenant compte des précédentes éga- 

litéS; 

x=-x', y=-y\ z'=:-z\ 

2? Lorsque deux points m, n^ du plan 11, sont en ligne droite 
av^o Vorigine a>, ^t Von a 

wm . (on = + ^ > 
les points correspondants M, N, de Vellipso'ide, sont symétriques 
par rapport au plan principal YOZ. 
Le Câlinai précédent donne, dans ce cas, 

x" = ^x\ y" = y\ z" = z\ 

23i — Remarque II. Lorsque deux droites 8, 8' du plan it 
sont rectangulaires, nous avons montré plus haut (§ 10) 
comment se transformait cette propriété ; mais nous voulons 
faire encore une autre remarque, relative à la transforriation 
ded deux droites rectangulaires du plan n. 
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A^ + Be + G = o, 

Bt — A.O + G=z o, 
les équations des droites proposées; à ces droites corres- 
pondent, sur Tellipsoïde, deux ellipses dont les plans ont 
pour équation, respectivement [v. formules (e), § 3], 

rr 6 ' c \ a J 

., D'après cela, ces plans ont pour traces, sur YOZ, deux 

droites.dout les coefficients angulaires ont un produit égala 

d'où la propriété suivante : 

\- Al éntx iroiteB rectangulaires du plan fondamental^ corres- 
pontknt deiix. ellipses dont les plans coupent le plan YOZ suivant 
d$u>x droites ayant des directions conjuguées^ relativement à 
rellipsie principale située dans ce plan, 

24. Applications. — Réflexions générales. Les applica- 
tifs^ d'une méthode de transformation, bien qu'en nombre 
infini, du moins en théorie, sont^ au contraire, dans la pra- 
tique,, très restreintes; parce que Ton doit rejeter évidem- 
m^ni tous les théorèmes compliqués qu'elle peut fournir. 
Il pôttjfc aussi arriver que le point auquel on aboutit, en 
iraiisformant une propriété connue, soit une vérité évidente 
d'elje-^même. 

^; Dionnon^ d'abord un exemple de Timpuissance que nous 
signalons ici, et proposons-nous de transformer la propriété 
relative aux axes radicaux de trois cercles situés, dans un 
plan. 

Désignons ces cercles par a, 6, c; appelons (a, a), (p,^'), 
(t? y')' ^^^^^ points communs; (a, a') représentant les points 
communs, à 6 et c; et ainsi des autres. 

Aux cercles a, 6, c, correspondent sur E, des ellipses 
a',- t'y <!% la droite (a, a) donne une ellipse a'' passant par 
le sommet h! ou, en transformant homographiquement 
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Tellipsoïde, par un point quelconque de cette surface (*). Le 
théorème élémentaire que nous avons rappelé donnerait 
donc, d'après la transformation omaloïdale, la propriété 
suivante. 

On considère^ sur un ellipsoide E, trois ellipses a', b', c' et uti 
point A'; par A! et par les points communs aux ellipses!/ et (?; 
on peut tracer une ellipse sur la surface; les trois ellipses ainsi 
obtenues concourent au même point. 

Mais cette propriété est, pour ainsi dire, évidente par elle- 
même. Elle résulte immédiatement de ce fait, que les trois 
ellipses visées dans l'énoncé précédent passent nécessai- 
rement par le point de rencontre de rellipsoïde, avec la droite 
qui joint le point A' au point de concours des plans qui 
renferment les trois ellipses a\ h\ c. 

25. — Voici, au contraire, un exemple de transformation 
effective. Cet exemple, par lequel nous terminons ce Iraviaili 
a été choisi, entre beaucoup d'autres, peut-être plus itnpoiSi 
tants, pour montrer comment, par la puissance de la trpns-^ 
formation, on peut tirer, des théorèmes les plus élémentaires, 
certaines propriétés de la géométrie supérieure. 

Considérons un rectangle copmg et prenons deux de séé 
côtés pour axes des coordonnées ^ 6. 

Au point m, correspond un point M sur rellipsoïde-; à la 
droite m,p (t = h) correspond, d'après la première des for^ 
mules (e), une ellipse située dans un plan parallèle à OZ; on 
sait d'ailleurs que cette ellipse, correspondant à une droite 
du plan n, passe par A'. D'après cela, si l'on projette M 
en H sur le plan YOX, la droite A'H rencontré l'ellipse 
principale ABA' en un point P, qui est le correspondant 
de p. 

En projetant M sur ZOX, en I, on voit de même que Q 
correspond h q. 



(*) Pour marquer que le point A' est un point quelconque de l'ellipsoïde, il 
n'est même pas nécessaire d'introduire la transformation homographique; il suffit 
d'observer que rien ne suppose, dans les calculs précédents^ que les axe9 OX^ 
OY, OZ, sont rectangulaires, et toutes nos conclusions subsistent en preDant» 
pour axes de coordonnées, trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde^ 
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Enfin au cercle y qui est circonscrit au rectangle iùpmq^ 
correspond une ellipse passant par les trois points P, M, Q, 
et aussi (§ 7, rem. V) par A. Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant : 

Théorème. — Si Von prend un point quelconque M sur 
r ellipsoïde et si on le joint à un sommet A! de la surface^ les 
projections de A'M sur les deux plans principaux qui passent 
par le sommet considéré A' rencontrent les ellipses principales, 
respectivement, en des points P ei Q ; te plan MPQ passe par un 
point fixe qui est le sommet A, opposé à A\ 




26. — Enfin, voici une deuxième propriété résultant en* 
eore de la figure plane considérée. 

On sait que le point de concours des diagonales, le point 
o)', est le centre de y. A la droite pq, correspond l'ellipse 
PA'Q; et à ww, l'ellipse AMA' ; aa point (o' correspond le 
point û (autre que A'), commun à ces deux ellipses ; nous 
savons (§ S) que celui-ci est en ligne droite avec le pôle p 
du plan AMPQ et le point A'. 
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Cherchons la position de ce point p ; à cet effet, menons 
les tangentes aux ellipses principales aux points Â, P et Q. 

Les plans tangents à la quadrique en ces points étant per- 
pendiculaires aux plans principaux, le pôle du plan APQ est 
un point dont les coordonnées sont : a, ÂE, AD. 

D'autre part, une propriété très simple (*), et probable- 
ment très connue, de Tellipse donne 

DA = OD', etAE = OE'; 
la droite A'p rencontre donc le plan ZOY en un point dont 

OE' OD' 
les coordonnées sont : a = 0, , . Ce point n'est 

3 2 

autre que le milieu de D'E'. 

D'ailleurs, la droite A'Û passant par le milieu de D'E , 
passe aussi par le milieu de ML, L désignant la projection 
de M sur AA' ; de là, renoncé suivant : 

Théorème. — On considère un axe kA! d'un ellipsoide et 
une corde A'M de cette surface; si Von projette A'M sur les deux 
plans principaux qui passent par AA', on obtient deux cordes 
AT, A'Q : 

Les ellipses (A'PQ), (A'AM),' se coupent en un point û, et la 
droite A'û coupe en deux parties égales la projetante de M sur 
Vaxe AA'. 

27. — Nous ne voulons pas nous étendre davantage sur 
les applications que comporte cette méthode de transforma- 
tion, mais nous pouvons dire, après l'avoir vérifié sur des cas 
nombreux, que ces applications donnent lieu à des exercices 
intéressants, exercices que l'on peut démontrer ensuite, par 
une analyse le plus souvent assez simple. L'exemple que 
nous avons traité a été mis ici uniquement pour indiquer Ja 
marche qu'il faut suivre en appliquant cette méthode de 
transformation et il n'a, par lui-même, aucune importance. 
En développant cet exemple, nous avons seulement cherché 
à montrer, comme nous l'avons dit plus haut, refficacité d'un 



[*) On déduit, en particalîer, de cette remarque, une construction très 
commode de la tangente, en un point de l'ellipse', connaissant ce point et l'un 
des axes, en grandeur et en position, au moyen de la règle et de requerra. 
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procédé qui permet d'exploiter les vérités les plus simples 
de la géométrie plane, pour en tirer des propriétés corres- 
pondantes de la géométrie des quadriques. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur cette étude, que nous lais- 
sons ici très incomplète, et nous appliquerons alors la trans- 
formation omaloïdale à la recherche de propriétés de cer- 
taines quarlicjues gauches particulières qui, sur l'ellipsoïde, 
correspondent aux coniques du plan fondamental (*). 



QUESTION 72 

Première solation par M. J. Lehoine, élève en Mathématiques spéciales 
aa Lycée Henri IV (classe de M. Macé de Lépinay). 



On donne une parabole P, rapportée à ses axes ordinaires ; par 
k pied de la directrice on mène une transversale qui rencontre 
P en deux points A e^ B. Soil G le cercle qui passe par ces points 
et par le foyer de P. 

Lieu des centimes des cercles C. Ce lieu est une parabole cubique. 

Enveloppe des polaires de rorigine. Cette courbe est une cubique 
unicursale. 

Enveloppe des cercles G; on trouvera une quartique à point 
triple. 

Par le pied de la directrice on mène deux droites rectan- 
gulaires A et W Soient Q et G les cercles correspondants. 
Trouvef^ le lieu des points communs à G et àG ; ce lieu est une 
quartique passant doublement par les ombilics du plan. 

(G. L,) 

Soit 

y* — 2px = o 

réquation de la parabole et 

une sécante passant par le pied de la directrice. La seconde 

*' On peut voir sur ce sujet un intéressant mêmoîn? de CJefasch (xath. 
A!«AiE:<,iStîî>: pu i53. (Wr die a!:àudu»g aljiftrtMiscker FiôcheB. înbeson* 
d«f« der TÎertea nnd funfien ordnoog. 
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corde d'iulersection du cercle avec la parabole aura pour 
coefficient angulaire — m. Son équation sera 

y + mx + n = o. 
Par rintersection de ces deux droites avec la parabole je 
fais passer une conique 

X(j/* — 2px) + (î/ — mx ^jCy + ^^ + n == o. 

En écrivant que cette conique est un cercle passant par le 
foyer de la parabole, on obtient Téquation de ce cercle : 

m\x* + !/*) — p{i + *^*)^ ^î/+ -^—{2 +»**) = o 

ou «»»[î,» +(x- £-)*] _ p(a; --£-)- ^ i/= o. 
Transporlant les axes au foyer x= — y = o, 

P 

on trouve m*(qp* + y^) — px ^ !/ = o, 

Zim d65 centres. — Le centre sera défini par les deux déri- 
vées partielles égalées à o. » 

2m^x — p= o, 

P 
2m*y ^ = o. 

^ m 
En éliminant m entre ces deux équations, on obtient le lieu 

2 

des centres t/* =.• — ce', 

P 
parabole cubique qui est une développée de parabole. 

Enveloppe des polaires de l'origine. — Dans le système actuel 

le sommet de la parabole a pour coordonnées 

P 

Sa polaire a donc pour équation 

P ' P 

■^ (2m^x — p) + px + -î—j/ == o 



(-i) 



OU m^ + m U -^- = o. 

a; o; 

Si j'écris que cette équation en m a une racine double, il 

vient l'équation du lieu 

JOURNAL DE MATH. SPÉC 12. 
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s 

+ 27^» = 



X 

y' 



2yx\ 2 / 

C'est une cubique unicursale ayant pour asymptote Taxe 
des y et comme point de rebroussement le point 

P 

2 '' 

Enveloppe des cercles G. — L'enveloppe des cercles C 
s'obtiendra en éliminant m entre Téquation du cercle et l'é- 
quation dérivée en m 

2m(aD* + y*) + -^y = o. 

On trouve ainsi la courbe suivante : 

27j/*{cc* + !/*) — 4P^' = o, 
quartique ayant l'origine pour point triple avec la tangente 
x = o. Elle a des branches paraboliques dont la concavité 
est tournée vers Taxe Ox (*)• 

Intersection des cercles correspondant à deux droites rectan- 
gulaires* — Les cercles G et G' correspondant aux droites 
rectangulaires A et A^ ont pour équation 

m\x^ + y^) = pœ 4" -^--2/ 

— (05»+ t/»)=pa? — pmt/. 

Il s'agit d'éliminer m entre ces deux équations. 
Je les ajoute 

(oî* + y^) (m« + -j^) = 2px + pyiç^ — m). 
Je les retranche 

ou divisant par m A qui est difTérent de zéro: 



(*] Il fallait déterminer la parabole asymptote de cette courbe. (G, L.) 
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^ I __ py 

m X* -\-y* 

^,_i_ ' p*y* I - — p'y' 4- a(ag' + y')' 

On aura donc comme équation du lieu 

p»î/» + 2(x» + y>)« _ p«î/« 

^— ^jj%i/ "■■■ 



a?» + j/" • '^ X» + t/» 

ou 

Cette courbe n*a pas de points à l'infini. Elle a un point 
de rebroussement à Torigine avec Taxe des x comme tan- 
gente. En la mettant sous la forme 

^ (x« + î/*)(aî« + t/* — px) + pY = o 
on voit qu'elle est tout entière comprise à l'intérieur du 

cercle 

^* + î/* — pic = o. 

11 est alors facile de la construire (*). 

« 

Deuxième «olntion^ par M. U. Génin, élève au Lycée de Bar-le-Due. 

I. — L'équation de la parabole est : 

y*,= 2pxy 
celle du cercle sera de la forme: 

(y — mx —){y + ♦wo; + *) + Kv* — ^P^) = o* 

Égalons les coefficients de x* et de y* : 

I 4- X = — w*. 
d'oïl 

X = _ (i + m»), 

Exprimons que le cercle passe au foyer de la parabole : 

— mp( — ^ + ft) = ^P* = o, 
d'où 

mp ^ 2m ' 

(*) Pour préciser le tracé de celte courbe od pouvait déterminer les tangentes 
issues de l'origine. (G, L.) 



276 JOUHlf AL DI MATHÉMATIQUSS SPÉCIALES 

L'équation finale da cercle est donc : 

(y ^ ma:- J^)(y+ mx + p -^^) 

— (l + »l*)(î/* — 2px) = O, 

OU : 

X«+ y^ -p ±±IL X ^ t/ + -^ (2 + m«)= O. 

Les coordonnées du centre sont : 

I + m* p 

x = p —z — , y= — r- 

'^ 2m* 2m' 

Il faut éliminer m entre ces deux équations. 
La première donue : 



m' = 



2X — p 
Portons cette valeur dans la seconde ; on en tire 

2X — p 

m = ^. 

Le lieu esl donc : 

(2X — pY = 4pî/*. 
C'est une parabole cubique qui a pour point triple le 
foyer de la parabole donnée. 
II. — La polaire d'un point aco, j/o est: 

^of'x + yof'y + !Sot\ = O. 

Pour l'origine, elle se réduit à f\ = o, c^est-à-dire : 
I 4- m* , y 2 + m* 



m* m^ 2m* 

ou: 

m^(2aî — p) + 2m(x — p) + 21/ = o. (1) 

La dérivée par rapport à m est : 

3m\2X — p) + 2{x — p) =: o. 
Il faut éliminer m entre (i) et (2). Dans la première je 
remplace m* par sa valeur tirée de la seconde, et j'ai : 

2{p — X) 
portant dans (â), j'ai le lieu : 

2jy^{2X — p) = 8(p — xy. 
C'est bien une cubique unicursale, car si on transporte les 



m' 
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axes de coordonnées au point: j/ = o, aî.= p et qu'on 
pose j/ = tx, on pourra avoir y et x en fonction de t. 

III. — J'ordonne Téqaation du cercle par rapport à m. 

f ce* + j/* — P^ -^ — —} — ^P (^ ^ ) — py = o. 

Je prends sa dérivée par rapport à m ; 

3m*(x* + y^ —px + -^j — p(x ^y= G. 

IL faut éliminer m enlre ces deux équations pour avoir le 

lieu demandé : 

Dans la première, je porte la valeur de m* tirée de la 

— 3v 
seconde, et j'obtiens : m = ^. 

205 — p 

Portons cette valeur de m dans la deuxième : 

271/* [{2X — pY + 4^'] = 2p (2X — p)'. 
C'est une courbe du quatrième degré qui admet pour 
point triple le foyer de la parabole. 

IV. — Les équations de deux cercles correspondante deux 
droites rectangulaires sont : 

m'[(2a? — p)* -f- 42/*] — ^W (^^ — p) — 4Pî/ = o. (a) 
et 

^pym^ — 2m»p {2X — p) + [{2X — p)" + 4î/*] =0. (p) 

Il faut éliminer m entre ces deux équations pour avoir le 
lieu de leurs points de rencontre. 

Gela revient à exprimer que ces deux équations ont une 
racine commune ; si j'appelle m^, w„ Wj, les racines de la 

première, celles de la seconde seront , , ; on 

m^ m, m^ 

doit avoir, par exemple : m^ = , d'où nii m^ = — i. 

Donc au lieu d'éliminer m entre les équations (a) et (^), 
je vais exprimer que la première (a) a deux racines m^, m, 
telles que m^ Wj = — i, c'est-à-dire qu'elle peut se mettre 
sous la forme : 

m* [(205 — p)' -j- 41/*] — 2Wp {2X — p) — 4pî/ 

s (aw* •]- bm — a) {im -f- q)» 
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Ea identifiant les deux membres, on en tire les relations : 

cU = (20? — pY + 42/* (1) 

aq+bl =o (2) 

bq — al = — 2p {2œ — p) (3) 

aq = 4pi/. (4) 

La deuxième donne: bl = — 4pî/. 

La troisième donne : bq = {2X — p)' + 4î/* — ^P i^^ — P) 



g (2ic — pY 4" 4!/* — 2p (20? — p)' 
En divisant (i) par (4) membre à membre, on a : 

J ^ {2X — pY + 4y« 

g 4PÎ/ 

^ Donc le lieu a pour équation : 

î {2X — pY + 4y* _ — 4Py 

I 4pt/ (20? — pY + 42/* — 2p (20? — p) 

ou: 



[(20? — p)« + 4y*] [(20? — pY + 4Î/* — ^P (2^ — p)] 

+ i6pî/' = Oc 
Les ombilics du plan ont pour coordonnées : 

{i, — I, o), (— e, I, o). 
Si on porte ces valeurs de o?, y, z, dans Téqualion de la 
courbe, on trouve : 

4 (— I + 0* = o- 
Donc la courbe passe doublement aux ombilics du plan. 



QUESTION 88 

âiolution par M. E. Sihonot, à la Faculté libre de Lyon. 



On considère une ellipse E, et le cercle A décrit sur le petit 
aoce BB' comme diamètre. Sur BB' à partir du centre 0, on 
prend deux points P, P' tels que Von ait 

OP^^OP =-^; 

a 

par ces points P et P' on mené deux droites parallèles et dans la 

mém^ direction ; ces droites rencontrent A en deux points qetq\ 
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Trouver le lieu décrit par le point de rencontre des tan^tes a 
A aux points q et q'. 

1® Solution analytique. — Les droites Pg, PY ont pour 
équaiioDS 

Pq ay — 6c = mx (1) 

Yq aj/ + 6c = mx (2) 

(«, p) étant le pôle de Pg, (a^, p^) celui de Yq. 

En identifiant les polaires de ces points avec les équa- 
tions (1) et (2), il vient 

L'équation quadratique du système des deux tangentes 
Ng est 

(03» + î/« — 6*)(a* + p* — 6*) — (ace + Py — 6«j« = o. (3) 
et celle du sy tème des deux tangentes NY est ~ 

(a;« + î/« — 6>)(a« + ?• — 6») — («0? + Pî/ + 6*)» = o. (4) 
* Les coordonnées du lieu satisferont à Téquation 

ax- + Pj/ = o 
obtenue en retranchant (3) de (4), ou à 

6mic . dbu , 

+ — r- + 0; 



c c 

d*oîi 

En éliminant a, p et m dans Téquation (3^, il vient 
comme équation du lieu, 

{xt 4- j/« _ 6'»)(a»y» + h^x^) — 6«c«x« = o 
ou 

(a;« + î/*)(6«ir« + a^y^ — a»6«) = o. 

En supprimant le fadeur étranger as" -j- j/* = o, on voit 
que réquation du lieu se réduit à celle de l'ellipse E. 

2^ On peut arriver plus rapidement au résultat par des 
considérations géométriques. 

En effet, le triangle rectangle M0(; donne 

6« = p . OR = p |( 6« — J-1- cos*<p 
d'où . 
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ab = py/a* — c« cos» cp = p V a* j- = v/6*£c« + a^y* 

P 
et enfin 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Richard, à Agen; 
Michel, à Montpellier: Yiélajus, à Bordeaux; Bêche, à Tulle. 



QUESTION 91 . 

Solution par M. E. Fbsqubt, Lycée de Nimes. 



On doniie un point fixe 0, et une droite fixe AB; pour chaque 
point P de AB, on prend normalement à AB, PM = X . OP, 
X étant une constante. Qu£l est te lieu du point M, et quel est 
le problème simple de géométrie descriptive que Von peut regarde^' 
comme V origine du problème actuel? 

L'analyse conduit immédiatement à Téquation du lieu. En 
prenant pour axes AB et la perpendiculaire élevée par sur 
AB, réquation du lieu est : 

y = ± >Vîc*"+â^ 

ou t/* — X«aî* — o«A* = G, 

équation d'une hyperbole rapportée à ses axes. Les sommets 

réels sont sur Oy. 

Considérons la figure comme une épure de géométrie des- 
criptive. Soit AB la ligne de terre; considérons (O'M, OP) 
comme les projections d'une droite; nous sommes ramenés 
à chercher le lieu des traces verticales de ces droites. Rabat- 
tons OP, O'M autour de OP; Tangle POM est l'angle de la 
droite avec le plan horizontal; or : 

^^,, PMi PM 
tgPOM,= -^ = -^p- = X. 

Donc Ig POMi et par suite POM^ est constant; l'angle 
de (O'M, OP) avec le plan horizontal est constant; il en est 
de môme de l'angle de la droite avec la verticale du point 0. 
La droite décrit donc un cône de révolution autour de la 
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verticale du point 0, et le lieu des points tels que M est 
l'intersection du cône par le plan vertical. C'est une hyper- 
bole, puisque le plan vertical est parallèle à Taxe de révolu- 
tion. 

Cette remarque donne quelques propriétés du lieu. Ainsi 
pour avoir la tangente en M, il suffit de mener par une 
perpendiculaire sur OP, et de joindre le point d'intersection a 
de cette perpendiculaire avec AB au point M. Cela résulte 
immédiatement jde la construction de la tangente en un point 
de la section. 

Pour avoir les asymptotes, il suffit de mener par le point 0' 
deux droites faisant avec Oj/ le complément de l'angle POM^ . 

Remarque. — A peu près toutes les épures de géométrie 
descriptive donnent lieu à. un problème de géométrie pure. 
Par exemple la propriété du plan bitangent au tore de couper 
celui-ci suivant deux cercles, permet de résoudre immédia- 
tement le problème suivant (*). 

Étant donnés deux cercles égaux G etC; on mène une 
tangente commune intérieure EP, et par un point P quel- 
conque de EP une parallèle à la ligne des centres G, G'. Cette 
parallèle rencontre chaque cercle aux points A, A' etB, B'. 
On élève PM perpendiculaire sur EP, et on prend sur cette 
droite deux longueurs PM, PM' telles que l'on ait^ 

PM^ = PA . PB 

m!^ = PA' . PB'. 

Le lieu des points M et M' ainsi définis se compose de deux 
circonférences. 

La solution analytique de ce problème pourra peut-être 
intéresser les lecteurs du Journal de Mathématiques spéciales. 



(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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QUESTION 94 

par IL Paci Bocb&%iei, éJère ()« NathéfU'i tiques spéciales 

à Ankibcs, 



= o (4) 



Démanirer, au moyen des relations entre tes coefficients 
racines, que la eonditim : 

ABC 
B C D 
C D E 
exprime que les racines de C équation : 

Ax* — 4Bx» + 6Cx* — 4DX + E = o (2) 

sont en proportion harmonique^ c'est-àrdire sont liées par la 
relation: 

2(aS + TS)=(a+p)(v + 5). 

Les relations entre les coefiBcients et les racines nous 
donnent : 



•? + «T +«8 + ?Y -f S3 -I- y3 = 



A 

6G 



A 



(3h 



E 

Pour obtenir la condition cherchée, il faut éliminer a, p, y, 8 
entre la relation (2) et les relations (3). 
Posons 

ap = m 

yS = n 

a + p = p 

r + 5 = ç. 
Les relations précédentes deviennent: 

2(m + n) =pg. 



A 
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6C 



m + P9 + w = 
mq -{- np = 



mn = 



A 
4D 

T" 
Ë 



A 

relations qui peuvent s'écrire: 

m + n = -Y- (4) 

A. 

mq + pn=-^ (7) 

^^ =-T— . (8) 

A "^ 

Nous sommes donc ramenés à éliminer m, n,p, g entre les 
relations (4), (8), (6), (7) et (8). 

Dans (8) portons la valeur de n tirée de (4) et dans (6) por- 
tons la valeur de g tirée de (5); nous obtenons ainsi les deux 
équations : 

Am» — 2Gm + E = o (ft) 

Ap« — 4Bp 4- 4G = o- (*0) 

Puis dans (7) portons les valeurs de g et de n tirées des 
équations (4) et (5); nous obtenons ainsi : 

2Bm — kjm + Gp — 2D = o, (il) 

Enfin dans l'égalité (10) transportons la valeur de p tirée 
de (11); nous* obtenons : 

A(B» — AG)w> — 2G(B« — AG)m + 2BGD — AD» — G» = o. 
Eliminons enfin m ^entre cette dernière équation et l'équa- 
tion (9); l'élimination est immédiate et l'on trouve : 

AGE — EB« — AD« + 2BGD — G« = o, 
c'est-à-dire précisément le développement du déterminant (1). 
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JOl'BNAL DE MATHftMÀTIQOES SPÉCIALKS 



QUESTION 96 

Sk»liitloB, par M. A. Le blond, élève de Mathématiques spéciales au Lycée 

du Havre. 



On considère une stropho'ide droite S ; par le sommet de la 
œurbcy son point double^ et un point M mobile sur S, on fait 
passer une circonférence A ; enfin par M on mène une paral- 
lèle à V asymptote de S, et cette parallèle rencontre ùi en un 
point I. Trouver le lieu de ce point. 

Ce lieu est une circonférence ; on donnera, après la solution 
analytique de ce problème^ une démonstration géométrique du 

résultat trouvé. (G. L.) 

R + œ 

Soit la stropho'ide w* = x* -=; . 

R — X 

Soient a, ^ les coordonées d'un point I du lieu et a, y, 
celles du point M de la strophoïde auquel il correspond. Ex- 
primons que ces deux points sont, avec l'origine et le som- 
met de la courbe, sur un même cercle, nous aurons : 

a« + t/« a y 
a» -|- p« a p = o 
R« — R 

ou bien, en remplaçant la première ligne par le résultat 
obtenu en retranchant les éléments de la seconde de ceux 
de cette première, puis en supprimant le facteur R(t/ — p): 

a» + p* a p = G 
R — I o 



D'oîi: 



y 



a 



R + tt 



R + a 



substituant dans la relation j/* = a* 

R — a 

en supprimant les facteurs singuliers a* et R -|- a : 



nous aurons. 



a' 



-f p = R*. 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

Soient A le sommet et B Tintersection de AM et de Ot/. 
(Le lecteur est prié de faire la figure.) Supposons le point M 
d'abscisse positive. Alors, on a : AIO = 0MB comme ayant 
même mesure et AOI = OBM par suite des égalités d'angles 
suivantes : 
AOI = AOM + MOI = AIM + MAI = i8o« — AMI = OBM 

Les triangles OAI, OBM sont donc semblables ; on le dé- 
montrerait d'une façon analogue si M était d'abscisse néga- 
tive* Mais le point M appartenant à la strophoïde, OBM est 
isoscèle, OAI l'est donc aussi. Donc 01 = OA. c. q. f. d. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Simon, au collège 
Chaptal; Galle, à Grenoble; Bourgarel, à Antibes ; Bèche^ à Tulle; Martin, 
à Nice; Richard, à Agen; Clément, à Rouen ; Beau menu, à Moulins; Houdry, 
à Melun. 



QUESTION 97 

ik^lation par M. LéoN Clément, élève au Lycée de Rouen. 



Soit M un point d'un stropho'ide ayant pour sommet et pour 
point double 0\ Du point Cf commue centre avec O'O pour rayon 
décrivons un cercle A. Si du point M on abaisse une perpendi- 
culaire sur 00', cette droite rencontre A en deux points, parmi 
lesquels on disiingu^a particulièrement le point H qui jouit de 
la propriété que MH = MO. * 

4^ Reconnaître V exactitude de cette proposition; 

2^ Démontrer que si les perpendiculaires à OM, au point 0, et 
les tangentes en H à A se coupent en T, TM est la tangente à 
la strophoïde; 

3^ Démontrer que si Von prend MH' = MH, le lieu du point 
H' est un cisso'ide; 

4® Reconnaître que la tangente au point H' à la cisso'ide passe, 
elle aussi, par le point T; et faisant alors abstraction de la stro- 
phoïde considérée d'abord, déduire des remarques précédentes une 
construction de la tangente à la cisso'ide. (G. L.) 
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1° HeoouB O'M, et soit le point d'iiitersection de OM 
avec la perpendiculaire O'Y à 00'. On a CM = GO'; par 
suite CMO' = GO'M. Or CO'M = O'MH comme alternes- 
internes. 
Donc 

CMO' = O'MH. 
Donc les droites MH, MO sont symétriques par rapport 
ù MO' , etparconséquenl 
un des points d'intersec- 
tion H de MH avec la 
rirconférence A est tel 
que MH = MO. Ce point 
H est le symétrique du 
point par rapport à 
MO' ; il en résulte que 
pour tous les points de 
la sLrophoïde situés dans 
l'angle YO'X et son op- 
posé* par le sommet, le 
point H est sur la par- 
tie de la circonférence 
située au-dessous du 
diamètre 00'. Pourlesau- 
tres points de la courbe, 
—ji le point H est sur la par- 
tie supérieure de la cir- 
conférence A, 

2° Menons le rayon 
HO' et prolongeons-le 
jusqu'à sa rencontre en 
D avec OM. A cause de 
la symétrie par rapport 
à MO', les deux angles 
MOO',MHO'Hontévidem. 
ment égQuz. Mais MHO' ^ HO'Y' comme alternes-internes. 
Donc MOO' = HO'Y'. Ceci démontre que HO' est perpendi- 
culaire sur OM. Si donc on appelle u> l'angle MOX, on a : 
0T= HD = HO' ^- O'D = a (i + sin a>). 
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Or réquation polaire de la strophoïde, étant le pôle et 
OX Taxe polaire, est: 

a (i + sin 0))' 



COS (0 



La sous-tangenie d'un point de la courbe a pour expres- 



sion 






c'est-à-dire : 



a (i -j- sin w). 

Donc OT est la sous-tangente du point M. Doue TM est 
la tangente. 

On peut déduire de là un 
moyen assez commode de 
mener une tangente à la 
strophoïde par un point 
situé sur la courbe. 

3» Menons OH, OH'; 
OH' rencontre la circon- 
férence A en un point I, 
et Tasymptote de la stro- 
phoïde en un point K. 
Joignons le point H au 
point A symétrique de 
par rapport à 0'. 

De ce que MH = MH' 
= MO, on en conclut que 
l'angle H'OH est droit; 
donc le point I se trou-ve 
sur le diamètre HO', et 
par suite AH est égal et 
parallèle à 01 ; il en résulte 
que 01 = H'K, car ces 
deux longueurs sont égales 
à AH. 

Le lieu du point H est 
donc une cissoïde ayant 
le point pour point de rebroussement, et AK pour asymp- 
tote. 

4^ Considérons deux points de la strophoïde M, -Mi voi- 
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sins Tun de Tautre. Soient H', H'j, les points correspondants 
de la cissoïde, et H, H^, les points correspondants de A. 

M étant le milieu de H'H, et Mj le milieu de B.\ H^, les 
trois droites HH^, MMi, H'HJ sont concourantes. 

Supposons que le point M^ se rapproche indéfiniment du 
point M jusqu'à venir se confondre avec lui. A la limite le 
point H^ se confond avec le point H, et le point H'^ avec le 
point H'. Donc la tangente en H à la cissoïde passe par le 
point d'intersection T de la tangente en M à la strophoïde 
avec la tangente en H à la circonférence A* 

Pour mener la tangente à la cissoïde par un point H' de la 
courbe, on joindra au point 0' le point d'intersection I de 
OH' avec A. On déterminera le second point d'intersection H 
de 10' avec A. Au point H on mènera la tangente à A, et 
on abaissera du point une perpendiculaire OT sur cette 
tangente. En joignant le point T au point H' on aura la tan- 
gente cherchée. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Marzarit, à Angoulème. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEiLLE. 
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